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Stowarzyszenie na rzecz Edukacji Matematycznej i

Zestaw 7 — szkice rozwiazan zadan

1. Liczby a, b, ¢ spetniaja warunki:

(1) a+b+c=20,
1 1 1 1
2 =-.
2) a—i—b+b+c+c—|—a 4
Obliczy¢ wartosé wyrazenia

a b c
w = + + .
b+c c+a a+d

Rozwigzanie
Korzystajac z warunkéw (1) i (2), otrzymujemy
1 1 1 1
b =20--=5.
(a+ +C)<b+c+c+a+a—|—b> 4
Przeksztatcajac lewa strone otrzymanej réwnosci, mamy kolejno
a+b+c a+b+c a+b+tc
+ + =5
b+c c+a a+b
a b+c b ct+a c a+b
+ =
b+c b+c c+a c+a a+b a+bd
a

b c
——4+1+——+14+——+1=5,
b+c c+a a+b

stad
a b c

w:b+c+c~|—a+a+b: '

2. Wyznaczy¢ wszystkie pary (x,y) liczb rzeczywistych spelniajace réwnanie
(z*+1)(4y* +1) = 822y

Rozwigzanie
Sposdb 1.

., , . a
7 nieréwnos$ci

b
> Vab miedzy Srednig arytmetyczng i geometryczng dla
dwoch liczb nieujemnych a i b, otrzymujemy
4 4
1 4 1
(1) =+ 2 Y-+

5 % 2
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W powyzszych nierownosciach zachodzg réwnosci tylko wtedy, gdy
(2) =1 i 4yf=1.
Na podstawie (1), otrzymujemy
(o + 1) (4P +1) > 8222,
przy czym roéwnoéé
(' +1)(4y* +1) =8a%y”

zachodzi tylko wtedy, gdy spelniony jest warunek (2). Stad rozwiazaniami
danego uktadu sa pary

<1,\5>, <_1,ﬁ>’ (1’_@*)’ <_1,_ﬁ>_
2 2 2 2
Sposob 2.

Zauwazmy, ze
(x*4+1)(4y* +1) =822y =daty 4ot +4y* +1-8x%y? = (22 —2y*)* + (22%y* —1)%.
Stad
(z* +1)(4y* +1) —82*y* >0,

przy czym w ostatniej nieréwnosci zachodzi réwnosé tylko wtedy, gdy

2?2 —2y°=0 i 22%y*—1=0,
skad
?=2y% i 22%yP=1
2=2y% i z'=1.

Dalsza cze$é¢ rozwiazania jak w sposobie 1.

3. Niech p i ¢ beda dwiema kolejnymi liczbami pierwszymi wiekszymi od 2.
Udowodnié, ze liczba p+ ¢ jest iloczynem co najmniej trzech (niekoniecznie
réznych) liczb naturalnych wigkszych od 1.

Rozwigzanie
. . . . . . S p+q
Poniewaz liczby p i ¢ sg liczbami naturalnymi nieparzystymi, wiec liczba
jest liczba naturalna. Jezeli p < ¢, to
2p<p+q<2q
+
p<P oy
2
Poniewaz p i ¢ sa dwiema kolejnymi liczbami pierwszymi nieparzystymi, to
. p+q . . .
liczba jest liczba zlozona.
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Zatem
pt+q
——=m-n
2
dla pewnych liczb naturalnych m >1in > 1. Oznacza to, ze
ptqg=2-m-n,

skad teza zadania.

4. Liczby dodatnie a, b, ¢, d spelniaja warunki:
(1) a<b<e<d,
(2) a+b+c+d>1.
Wykazaé, ze prawdziwa jest nieréwnosé
a®+3b° +5¢% +7d* > 1.

Rozwigzanie
Z nieréwnosci a+b-+c+d > 1 wynika, ze
(a+b+c+d)? =a*+b*+c* +d*+2ab+2ac+ 2ad + 2bc+2bd +2cd > 1.
Korzystajac teraz z warunku (1), dostajemy
2ab< 2%, 2ac<2c?, 2ad <2d?, <2bc<2¢?, 2bd<2d?, 2cd <2d?,
stad
a® +3b* +5c* +7d* > a® + b+ +d* +2b% + 2% +2d° +2¢* +2d* + 2d* >
> a? 402+ +d? 4 2ab+2ac+2ad + 2bc+ 2bd+ 2cd > 1.

9. W tréjkat ostrokatny ABC wpisano kwadrat tak, ze dwa jego wierzchotki
nalezg do boku AB, a dwa pozostale do pozostatych bokéw tréjkata. Udowod-
nié, ze pole tego kwadratu nie przekracza polowy pola trojkata ABC.

Rozwigzanie

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku: C
AB = c¢ — dlugos¢ boku tréjkata, na ktérym
leza dwa wierzchotki kwadratu,

CF =h — dlugosé wysokoéci tréjkata ABC

)

poprowadzonej z wierzchotka C|
d — dlugos¢ boku kwadratu. D E
7 podobiehstwa tréjkatéw ABC i DEC, G
otrzymujemy |
AB CF i € d |
DE_CG N 4T h—d !
A T B
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h hy
Stad d= ;7 Zatem pole kwadratu jest réwne P, = (c((—jl—f)L)Q

Dalsza cze$é zadania rozwiazemy dwoma sposobami.
Sposdb 1.

h
7 nieréwnoéci vVch < % miedzy $rednia arytmetyczng i geometryczng dla

liczb dodatnich c i h, otrzymujemy

(ch)? (ch)? 11 1
= < =—-=ch==-P,5c-
BT et h)2 S deh 2 29T g7 ABC
Sposdb 2.
Poniewaz
P _lp ~ (ch)? 1 lc _ 4(ch)?—ch(c+h)*
koo ABCT (c4h)2 2 27 4(c+h)? B
_ ch(4ch—c?—2ch—h?)  ch(—c®+2ch— h?) __ch(c—h)2 <0
B 4(c+h)? B 4(c+h)?  4(c+h)2 T
skad
1
Pk<§PABc-

6. Danych jest 70 réznych liczb calkowitych dodatnich, wéréd ktérych nie ma
liczb wiekszych od 200. Wykazaé, ze przynajmniej dwie z nich réznig sie o 4
lub 0 5, lub 0 9.

Wskazéwka

Oznaczmy dane liczby a,, a,, a,, ..., a,,. Rozpatrzmy liczby

Ay, Qg Qg ooy Qg

a,+4,a,+4, a;+4, ..., a;,+4,

a;+9,a,+9,a3+9, ..., a;,+9.
Poniewaz liczby a,, a,, as, ..., a;, sa rézne, wigc réwniez liczby a, +4, a,+4,
as+4, ..., a;yp+4 oraz a; +9, ay+9, a;+9, ..., a,;+9 sa rézne. Razem
wypisaliémy 210 liczb catkowitych dodatnich, z ktorych najwieksza moze by¢
rowna 209. Zatem co najmniej dwie sposréd tych liczb sa rowne. Moga zajsé
nastepujace trzy przypadki

1°a;=a;+4, czylia,—a; =4

2° ai:aj+9, czyli a;—a; =9;

3% a;+4=a;+9, czyli a;, —a; =5.
Stad wynika teza zadania.
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7. Wykazaé, ze w kazdym czworoécianie istnieja takie trzy krawedzie wycho-
dzace z jednego wierzchotka, z ktérych mozna zbudowaé tréjkat.

Rozwigzanie

Niech AB bedzie najdluzsza krawedzia czworo$cianu ABC'D. Wtedy kazda
z pozostalych krawedzi ma dlugos$é nie wieksza od AB. Zauwazmy, ze (na
podstawie nieréwnoéci trojkata dla trojkatéw ABC' i ABD) zachodza nieréw-
nosci

AC+BC>AB i AD+BD>AB.
Stad
AC+BC+AD+BD >2AB

(AC+AD— AB)+(BC+BD— AB) >0.

Suma dwdch liczb jest dodatnia, jezeli co najmniej jedna z nich jest dodatnia,
a zatem

AC+AD—-AB>0 lub BC+BD-AB>0,

czyli
AC+AD>AB lub BC+BD>AB.

Oznacza to, ze z odcinkéw AB, AC, AD lub BC, BD, BA mozna zbudowaé
trojkat.
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