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Olimpiad

Zestaw 8 — szkice rozwiazan zadan

1. Wykaz, ze dla kazdych liczb rzeczywistych a, b i ¢ zachodzi réwnosé
(alb]—bla])(blc| —c[b])(c|al —alc]) = 0.

Rozwigzanie
Zbadamy dwa przypadki.
Przypadek 1°
Co najmniej jedna z liczb a, b, ¢ jest rowna zero. Bez straty ogélnosci mozemy
przyjaé, ze jest to liczba a. Wtedy
a-b|—b-la|=0-|b|—b-|0| =0,
stad rownosé dana w zadaniu jest spetniona.
Przypadek 2°
Kazda z liczb a, b, ¢ jest rézna od zera. Wtedy co najmniej dwie z tych liczb
sa tego samego znaku (dodatnie lub ujemne). Niech to beda liczby a i b.
Jesli liczby a i b sa dodatnie, to |a|=a i |b] =b, stad
a-b|—b-laj]=a-b—b-a=0,
a zatem rownos¢ dana w zadaniu jest spetniona.
Jesli liczby a 1 b sa ujemne, to |a| =—a i |b] = —b, stad
a-|b|—=b-laj]=a-(=b)=b-(—a)=—a-b—b-(—a)=—ab+ab=0.
Jak widaé i w tym przypadku réwno$é¢ dana w zadaniu jest spelniona. Konczy
to rozwiazanie zadania.

2. Wyznacz wszystkie liczby naturalne n, ktére spelniaja nieréwnosci

201 2011
010 <vV/n—-10 < 0

Vn+10 Vn+10°

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze musi by¢ spelniona nieréwno$é¢ n— 10> 0, stad n > 10. Wtedy
dane nieréwnosci mozemy zapisa¢ w sposéb rownowazny

2010 < \/(n—10)(n+10) <2011
2010% < n?—100 < 20112
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2010% 4100 < n? < 2011% +100.

Poniewaz
2010% < 2010% 4100 < n? < 201124100 < 20122,

wiec n? =20112, a stad n=2011.

3. Kazda z liczb 1, 2, 3, ..., 32, 33 zapisano na oddzielnej kartce. Ja$ twier-
dzi, ze potrafi roztozy¢ te kartki w jedenastu pudetkach — po trzy w kazdym
pudetku — tak, aby w kazdym pudetku suma liczb zapisanych na dwéch kart-
kach byta réowna liczbie zapisanej na trzeciej kartce. Malgosia twierdzi, ze jest
to niemozliwe. Kto ma racje: Jag czy Malgosia? Odpowiedz uzasadnij.

Rozwigzanie
Pokazemy, ze racje ma Malgosia. Gdyby racje mial Jas, to suma liczb w kaz-
dym pudetku bytaby parzysta. Rzeczywiscie, jesli w dowolnie wybranym pu-
detku znajduja sie kartki z liczbami a, b, ci a+b=c, to
a+b+c=c+c=2c.

Wtedy suma wszystkich liczb na kartkach musiataby by¢ liczbg parzysta. Jed-
nak

14243+---+432433=(14+33)+(2+32)+(3+31)+--- (16 +18) +17.

Suma liczb w kazdym z nawiaséw jest liczbg parzysta, stad suma wszystkich
liczb na kartkach jest liczba nieparzysta. Oznacza to, ze Jag nie ma racji.

4. Rozstrzygnij, czy istnieje pie¢ kolejnych liczb catkowitych, ktérych suma
kwadratéw jest kwadratem liczby catkowite;j.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze pieé¢ kolejnych liczb catkowitych mozna zapisa¢ w postaci: n—2,

n—1, n, n+1, n+2, gdzie n jest liczbg caltkowita. Stad
(n—2)24+(n—1)2+n)?+(n+1)*+ (n+2)* =50+ 10.

Wiadomo, ze kwadrat liczby catkowitej przy dzieleniu przez 4 daje reszte 0

lub 1. W dalszej czesci zadania postuzymy sie kongruencjami (mozna o tym
przeczytaé np. w broszurze: I Olimpiada Matematyczna Gimnazjalistow).

Jezeli n=0 (mod 4), to 5n?*+10=10=2 (mod 4);

jezelin=1 (mod 4), to 5n*+10=15=3 (mod 4);

jezelin=2 (mod 4), to 5n*+10=30=2 (mod 4);

jezeli n=3 (mod 4), to 5n®*+10=55=3 (mod 4).

Jak wida¢ w zadnym z przypadkéw nie otrzymujemy ani reszty 0, ani reszty 1.
Stad liczba ta nie moze by¢ kwadratem liczby catkowite]j.
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5. Dany jest czworo$cian ABCD, w ktérym krawedzie AD i BC' sa réwnej
dhugosci. Punkty M, N, P, @) sa $rodkami krawedzi odpowiednio AB, BD,
DC, CA. Wykaz, ze odcinki M P i N@ maja punkt wspdlny i sa prostopadte.

Rozwigzanie

Skorzystamy z twierdzenia o odcinku taczacym
srodki dwéch bokéw trojkata, ktére mowi:

W kazdym trojkgcie odcinek {gczqey srodki dwdch
bokow trojkgta jest rownolegly do trzeciego boku
1 jego dlugo$é jest rowna potowie diugosci trze-
ctego boku tego trojkqta.

Na podstawie powyzszego twierdzenia, mamy
1
MN | AD i MN:§AD oraz PQ|AD i PQ=

wiec odcinki M N i PQ sa réwnolegte, a zatem zawieraja si¢ w jednej plaszczyz-
nie. Oznacza to, ze czworokat M N PQ (réwnoleglobok!) zawiera sie w jednej
plaszczyznie, stad odcinki M P i NQ (przekatne tego czworokata) maja punkt
wspoélny. Wykazemy teraz, ze te odcinki sa prostopadte. Wykorzystujac fakt,
ze AD = BC, otrzymujemy

1 1
MN=PQ=3AD=;BC=MQ=NP,

czyli czworokat M N P() jest rombem, a wiadomo, ze przekatne rombu sg pro-
stopadle. Konczy to rozwiazanie zadania.

6. Dany jest tréjkat réwnoboczny ABC. Punkt M jest takim punktem
boku AC, ze MC =2-MA. Punkty K i L dziela bok BC na trzy réwne
czedci. Wykaz, ze

JAKM +<SALM =30°.

Rozwigzanie

Wybierzmy na boku AB taki punkt N, ze NB=2-NA. ¢

Przyjmijmy tez potozenie punktéw K i L na boku BC

CL AN
tak, jak na rysunku obok. Poniewaz IB-NB’ wiec . p
CM CK

= BR’ , wiec MK || AB, a stad .

IBNL=60°=<JKMC.

LN ||AC. Ponadto ——

Zatem
JANL=<AMK =120°.
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Ponadto AN =AM i LN = KM. Oznacza to, ze tréjkaty AMK 1 ANL sa
przystajace, stad SAKM = JALN.

Wybierzmy teraz na boku AC taki punkt P, ze AP =
=2-CP. Niech ponadto punkt @) bedzie punktem prze-
ciecia odcinkéw MK i LN. Zauwazmy, ze czworokat
MQLP jest rombem o kacie ostrym réwnym 60°. Po-
niewaz przekatne w rombie sg dwusiecznymi katoéw,
wiec

JAKM +IALM = SALN + SALM = SQLM = 30°.

7. Wykaz, ze dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n prawdziwa jest nieréw-
nosé

\/(n—l- )n=t.(n—1)n+ <n”.

Rozwigzanie
Zauwazmy, ze dla wszystkich liczb catkowitych dodatnich n mamy
-1
171—1_ -1 n+1: 1) 1 TLL
(n+1)" (=)™ = ()" (0= 1)

. . n
Poniewaz
n

(n+D)" L (n—1D)"M <(n+1)" (n—1)"=(n*-1)" < (n*)" =n?",
a stad

<1, wi
1 wiec

VDt (n— 1yt <,
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