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Zestaw 9 — szkice rozwiazan zadan

1. Wyznacz wszystkie tréjki (a,b,c) liczb calkowitych spelniajacych uklad

rownan
{ ab+c=2011

a-+bc=2012.

Rozwigzanie

Odejmujac stronami réwnania danego uktadu, otrzymujemy a—ab+bc—c=1,
stad (a—c)(1—b)=1. Poniewaz 1=1-1=(—1)-(—1), wiec powyzsza réwnosé
jest rownowazna alternatywie uktadéw réwnan

a—c=1 a—c=-—1
lub
1-b=1 1-b=-1.
7 pierwszego uktadu dostajemy b =0, stad a =2012 i ¢=2011. Z drugiego
uktadu otrzymujemy b =2 oraz c=a+1, stad 2a+a+1=2011, czyli a =670
oraz ¢=671. Stad szukanymi trojkami liczb sa: (a,b,c) =(2012,0,2011) oraz

(a,b,c) =(670,2,671). Bezposrednim podstawieniem sprawdzamy, ze tréjki te
spelniaja warunki zadania.

2. Wysokosci AA,, BB,, CC, tréjkata ostrokatnego ABC' przecinaja sie
w punkcie H. Wykaz, ze jezeli HA; = HB, = HC, to tréjkat ABC jest troj-
katem réwnobocznym.

Rozwigzanie
Niech HA, =HB,. Tréjkaty HA,C' i HB,C sa C
prostokatne, wiec
A C*=HC?-HA}=HC?—-HB}=B,C?
czyli A,C=B,C. Stad trojkaty HA,C'i HB,C B A,
sg tréjkatami przystajacymi, wiec H
JHCA,=<4HCB,.
Na podstawie cechy kqt-bok-kqt stwierdzamy, ze S
trojkaty CC,A i CC, B sa tréjkatami przysta- A ¢ B

jacymi, skad AC'= BC.
Analogicznie dowodzimy, ze AB = AC, wiec tréjkat ABC' jest trojkatem réw-
nobocznym.
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3. Liczby x, y, 2 sa takimi liczbami rzeczywistymi, ze (x+y)(y+2)(z+z) #0.
Wykaz, ze prawdziwa jest réwnosé

T—Yy Y—z zZ2—T T—Y Y—z Z2—T

r+y y+z z4+r xty y+z z+x

Rozwigzanie

Po sprowadzeniu lewej strony réwnosci do wspoélnego mianownika, licznik
otrzymanego utamka jest réwny

(2—9) (g+2) (2 +2)+(y—2) (@ +y) (+2) + () (@-+y) (y+2) + (2—y) (y—2) ().
Wymnazajac nawiasy, otrzymujemy
(zy+xz—y* —y2)(z+2)+ (zy+y° —22 —y2) (2 +2)+
+(zz+yz—a® —ay)(y+2)+(xy—v2—y* +yz)(z —z) =
= a;yz—i—:cZy—i-xzz +x22—y2z—xy2 —yz2 —TYz+

2 _g22— y22 —TYyz+

+xyz +x2y —|—y2z+ a:y2 —xz
+ayz +x2? —|—y2z +y22 - m2y R xyz —xYyz+
+ayz—aly—a2t+ a2l z—yPe+ oy’ +y2d —xyz =0,

a zatem rownos$¢ dana w zadaniu jest prawdziwa.

4. Dane sg liczby
1 1 2
A=——+—— oraz B=——,
241 y2+1 Ty+1
gdzie x i y sa takimi liczbami rzeczywistymi, ze x #y i zy+1# 0. Wyznacz
A+ B, jesli wiadomo, ze A= B.

Rozwigzanie

Wychodzac od réwnosci A= B, dostajemy kolejno:

N S
241 Y241 ay+1
2 +y?+2 2

r2y2+ 22 +y2+1  ay+1
y+ayP + 2y +a®+ 9% +2 =222 + 222+ 29> +2
wy(a? = 2wy +y?) — (2% — 2wy +y*) =0
(z—y)*(zy—1)=0.
Poniewaz, zgodnie z zalozeniem, z #y, wiec zy=1. Wtedy A=B = 1_?_1 =1,
astad A+B=2.
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5. Dany jest czworokat wypukty, ktérego kolejne boki maja dlugosci: 48, 49,
51, 52. Wykaz, ze suma dlugosci przekatnych tego czworokata jest wieksza
od 100.

Rozwigzanie

Niech danym czworokatem bedzie taki czworokat C
ABCD, w ktérym: AB=48, BC =49, CD =51,

AD =52. Niech ponadto punkt O bedzie punktem

przeciecia przekatnych AC' i BD tego czworokata.

Korzystajac z nieréwnosci trojkata, dostajemy:

AO+BO > 48
BO+CO>49
CO+DO >51
DO+ AO > 52.
Dodajac otrzymane nieréwnosci stronami, otrzymujemy
2(A0O+ BO+CO+ DO) > 200,

A

stad
AC+ BD > 100.

6. Dany jest prostopadloscian o podstawach ABCD i EFGH. Plaszczyzna
przecina jego krawedzie boczne AE, BF, CG i DH odpowiednio w punktach
M, N, PiQ. Wykaz, ze

AM+CP=BN+DQ.

Rozwigzanie
H G
P
0,
M
C
D 7%
N
A B

Poniewaz odcinki M@ i N P zawieraja sie w jednej ptaszczyznie i jednoczesnie
zawieraja sie¢ w plaszczyznach rénoleglych, wiec sa to odcinki réwnolegte.
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Analogicznie réwnoleglte sg odcinki MN i PQ. Stad czworokat M N PQ jest
réwnolegltobokiem.
Niech ponadto punkt O bedzie punktem przeciecia przekatnych AC i BD
podstawy ABCD, a O, — punktem przeciecia przekatnych MP i NQ réw-
nolegtoboku M N PQ. Zauwazmy, ze odcinek OO, jest odcinkiem laczacym
$rodki nieréwnoleglych bokéw trapezéw ACPM i BNQD. Jest on réwnolegly
do bokéw rownolegtych tych trapezéw oraz

00, = %(AM—FCP) _ %(BNJrDQ),
stad

AM+CP=BN+DQ.

7. Na tablicy napisano liczby: 1, 2, 4, 5. Operacja polega na wybraniu dwéch

. . s . . . o .a+b
liczb a i b — sposréd napisanych na tablicy — i zastapieniu ich liczbami —

V2

. Czy po pewnej liczbie takich operacji mozna otrzymaé¢ na tablicy

V2
liczby: 1, 2v/2, 3, 4v/27 Odpowied? uzasadnij.

Rozwigzanie

i

Zauwazmy, ze
a+b\2 a—>b 2_a2+2ab+62 a® —2ab+b?
(ﬂ) < 2 ) -
Jezeli na tablicy zapisane byly liczby: a, b, ¢ i d, to po operacji na tablicy

a+b a—b
zapisane sg liczby: (), < ), cid. Ale
2 ) vz

2 2
<a+b> -+ (a_b) +Ed =+ P+ 2,
V2 V2

a zatem operacja opisana w zadaniu nie zmienia sumy kwadratow liczb zapi-
sanych na tablicy.

Poniewaz

12422442452 =46 oraz 12+ (2v2)2+3% + (4v2)2? =50,

wiec odpowiedz na pytanie postawione w zadaniu jest negatywna.

=a’+b°.
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