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Zestaw 10 — szkice rozwiazan zadan

1. Rozwigz uklad réwnan:
(x+y)(x+y+2)=T72
(y+2)(x+y+2z)=120
(z+z)(x+y+2)=96.

Rozwigzanie

Dodajac réwnania danego ukladu stronami i wylaczajac wspdlny czynnik
przed nawias, otrzymujemy:

(r+y+z)(zr+y+y+z+2z+x)=288
2z+y+z)(x+y+2z)=288
(z+y+2)* =144,

stad
z+y+z=12 lub z4+y+z=-12

Jezeli z4+y+2=12, to dany w zadaniu uktad réwnan mozemy zapisa¢ w postaci:

z+y==6
y+2=10
z+x =16,

skad =2, y=4, 2=6.

Postepujac analogicznie w przypadku drugim, gdy x+y+ 2= —12, dostajemy
r=-2, y=—4, z=—6. Bezposrednim podstawieniem sprawdzamy, ze obie
tréjki liczb sg rozwiazaniami danego uktadu réwnan.

2. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b zachodzi nieréwnosé:
a?+b?+1>ab+a+b.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze
1
a*+ >+ —ab—bc—ca= §(a2—2ab+b2+b2—2bc+62—|—02—20a+a2) =

=5 (@02 + -0 +(c-a)?) >0,
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stad dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b i ¢ prawdziwa jest nieréwnosé
a?+b2+c > ab+be+ca.

Przyjmujac w tej nieréwnosci ¢ =1, dostajemy teze.

3. Maly majsterkowicz Kazio przygotowal na szkolng dyskoteke efekty
$wietlne wlasnego pomystu. Zaréwki, ktérych jest 1000 i ktére sa ponume-
rowane liczbami od 1 do 1000, sa wtaczane i wylaczane specjalnym przetacz-
nikiem. Kolejne k-te nacidniecie przetacznika zmienia stan wszystkich zaréowek
o numerach podzielnych przez k. Na poczatku dyskoteki wszystkie zaréwki
byly wytaczone. Pierwsze nacisniecie przetacznika zapala wszystkie zaréwki.
Drugie nacisniecie gasi wszystkie zaréwki o numerach parzystych. Po trzecim
uzyciu przetacznika $wieca sie zaréwki o numerach nieparzystych i jednocze-
$nie niepodzielnych przez 3 oraz o numerach parzystych i podzielnych przez 3.
Pod koniec dyskoteki okazalo si¢, ze Kazio naciskal przetacznik 1000 razy.
Ktére zaréwki sSwiecily sie po zakonczeniu dyskoteki?

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze stan k-tej zaréwki zmienia sie tyle razy ile dzielnikéw natural-
nych ma liczba k. Zatem po zakonczeniu dyskoteki beda sie $wiecily zaréwki
o numerach, ktére maja nieparzysta liczbe dzielnikéw. Wykazemy, ze takimi
liczbami sg kwadraty liczb naturalnych. Rozpatrzmy liczbe k, ktéra ma pa-
rzystg liczbe dzielnikéw:
dy <d,<...<d,, ;<d,,.
Woéwczas
k=d, -d,,=dy-dy, , :"':dn'dn+17
stad liczba k nie jest kwadratem liczby naturalnej. Jesli liczba k ma nieparzysta
liczbe dzielnikow:
dy<d,<...<d, ;<...<dg,.,
to
k=d,-dy, 4 :dz-d%:...:diﬂ =...=d, d, o
Liczba k jest w tym przypadku kwadratem liczby naturalnej. Zatem, po dys-
kotece bada $wiecily sie zaréwki o numerach: 1, 4, 9, 16, ..., 302, 312.

4. Czy istnieja takie dwie liczby z i ¥, aby jednocze$nie zachodzily réwnosci:
x(y—z)=3 i y(dy—3x)=2.

Odpowiedz uzasadnij.
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Zatézmy, ze takie liczby istnieja. Odejmujac stronami dane réwnania, dosta-
jemy:
ry—x?—4y’ +3zy=1
—(2® —day+4y*) =1
(r—2y)*=—1.
Ostatnia rowno$¢ nie moze zachodzié, bo kwadrat liczby nie moze by¢ liczba
ujemng. Uzyskana sprzecznos¢ dowodzi, ze takie liczby nie istnieja.

9. Punkt C lezy wewnatrz odcinka AB. Niech okregi o, 0, 1 0 beda okregami
o $rednicach odpowiednio AC, BC i AB. Prosta k przechodzi przez punkt C
i przecina okregi w pieciu punktach D, E, C, F, G, polozonych na tej prostej
w wymienionej kolejnoéci. Wykaz, ze odcinki DE i FG sg réwnej dlugosci.

Rozwigzanie

Niech punkt E nalezy do okregu o,, punkt F' — do okregu o, oraz niech
punkt O bedzie $rodkiem okregu o. Kat wpisany w okrag oparty na érednicy
jest katem prostym, wiec AE | DG i BF 1 DG. Proste AE i BF sa zatem
réwnolegte i przechodza przez konce érednicy AB okregu o. Punkt O, bedacy
srodkiem okregu o, jest jednakowo oddalony od prostych AE i BF'. Niech
prosta k bedzie prosta przechodzaca przez punkt O i rownolegta do prostych
AFE i BF. Jest zatem ta prosta osig symetrii fgury otworzonej z prostych AE
i BF, okregu o, oraz prostej DG. Stad odcinki DE i FG sa symetryczne
wzgledem prostej k, czyli maja te sama dlugosc.
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6. Pewna liczba naturalna ma w ukladzie dziesietnym postaé z0yz, gdzie
x, Y, z sa cyframi oraz x >0. Liczba ta podzielona przez pewna liczbe naturalna
n daje iloraz, ktéry w ukladzie dziesietnym jest postaci Tyz. Znalezé x, y, 2
oraz n.

Rozwigzanie

Niech

2z0yz =1000x +10y+2z oraz 7yz=100x+ 10y+ z.
Zgodnie z warunkami zadania zachodzi réwnosé

1000z + 10y + z =n- (1002 + 10y + 2),

ktorag mozemy zapisa¢ réwnowaznie
(1) 100z(10—n) = (10y+2)(n—1).
Jesli n>11, to réwnosé (1) zachodzi¢ nie moze, bo lewa strona bylaby ujemna,
a prawa dodatnia. Analogicznie, réwnosé (1) zachodzi¢ nie moze, gdy n <5, bo
wtedy lewa strona réwnosci jest réwna co najmniej 500, a prawa jest mniejsza
od 400. Stad mozliwe wartosci n naleza do zbioru {6, 7, 8,9, 10}.
Zbadamy teraz te pie¢ mozliwych przypadkdw:
(a) Niech n=6. Réwnosé (1) przyjmuje wtedy postaé 80z = 10y + z. Lewa
strona otrzymanej réwnosci jest podzielna przez 10, wiec jej prawa strona tez
musi by¢ podzielna przez 10. Stad z=0, a wtedy =11 y=8.
(b) Jezeli n=7, to réwno$¢ (1) mozemy zapisa¢ 50x = 10y + z. Rozumujac
podobnie jak w punkcie (a), dostajemy: z=0, x=1, y=>5.
(c) Jesli n=8, to zalezno$¢ (1) przyjmuje postaé¢ 200x = 7(10y + z). Wtedy
moze by¢ jedynie x =7 i stad 200 =10y + z. Jednak ta réwnos$é zachodzi¢ nie
moze, bo 10y + z <99 < 200.
(d) Niech n=9. Réwnosé¢ (1) mozemy zapisa¢ w postaci 25z = 20y + 2z, stad
z musi by¢ podzielna przez 5, czyli z=0 lub z=5.
Gdy z =0, to poprzez rozumowanie jak w przypadku (a), otrzymujemy x =4
i y=2>5; gdy natomiast z =25, to dostajemy rownosé¢ bz =4y + 2, ktorej prawa
strona jest parzysta ni niepodzielna przez 4. Stad moze by¢ z =2 lub x =6.
Dla z =2 otrzymujemy y =2, a dla x =6 dostajemy y=7.
(e) Jezeli n =10, réwnosé¢ (1) przyjmuje posta¢ 100x-0=9(10y + z). Réwnosé
ta zachodzi dla kazdej liczby = € {1,2,3,...,9}. Wtedy 10y + 2z =0, a stad
y=2z=0.
Reasumujac, dla poszczegdlnych wartosci n, otrzymujemy nastepujace rozwia-
zania (z,y,z): dla n=6 mamy (1,8,0), dla n=7 mamy (1,5,0), dla n=9
mamy (4,5,0) lub (2,2,5), lub (6,7,5), a dla n =10 mamy (z,0,0), gdzie
xe{l,2,3,...,9}.
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7. Rozstrzygnij czy istnieje wielogcian o szesciu écianach i siedmiu wierzchot-
kach.

Rozwigzanie

Taki wieloScian istnieje — zobacz rysunek ponizej. Punkty: A, C, F, G i D
leza w jednej plaszczyznie.
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