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1. Dany jest taki pieciokat wypukly ABCDE, w ktérym pola trojkatow ABD, BCE,
CDA, DEB i EAC sa réwne. Wykaz, ze kazda przekatna tego pieciokata jest réwnolegla
do pewnego jego boku.

Rozwigzanie

Trojkaty ABD i CDA maja réwne pola oraz wspolny bok AD. Wobec tego wysokosci tych
trojkatéw poprowadzone do boku AD sa réwne. Ponadto punkty B i C leza po tej samej
stronie prostej AD. Stad wniosek, ze przekatna AD jest réwnolegla do boku BC.
Analogicznie dowodzimy, ze pozostalte cztery przekatne pieciokata ABCDE sa réwnolegte
do odpowiednich bokéw tego pieciokata.

Uwaga: Istnieja pieciokaty ABC DE spelniajace warunki zadania, ktére nie sa foremne.

2. Dane s dodatnie liczby calkowite a i b. Wykaz, ze jezeli liczba a? jest podzielna przez
liczbe a+b, to takze liczba b? jest podzielna przez liczbe a + b.

Rozwigzanie

Poniewaz b2 —a?= (b—a)(b+a), wiec b*> = (b—a)(a+b)+a?. Prawa strona ostatniej réwnosci
jest podzielna przez liczbe a+b, a zatem liczba b? jest takze podzielna przez liczbe a+b.

3. W turnieju tenisa stolowego wziglo udzial n zawodnikéw (n > 4). Kazdy zawodnik ro-
zegral doktadnie jeden mecz z kazdym innym zawodnikiem, zaden mecz nie zakonczyl sie
remisem. Po turnieju wszyscy zawodnicy usiedli przy okraglym stole w taki sposob, ze kazdy
zawodnik wygrat z osoba siedzaca obok niego z jego lewej strony. Wykaz, ze istniejg tacy
trzej zawodnicy A, B i C, ze A wygral z B, B wygral z C oraz C wygral z A.

Rozwigzanie

Nazwijmy danych zawodnikow Aq, Ao, ..., A, i przyjmijmy, ze siedza oni przy okraglym stole
w wymienionej kolejnosci, zgodnej z ruchem wskazowek zegara. Wtedy, na mocy warunkéw
zadania, A; wygral z A, Ay wygral z As, ..., A,_1 wygral z A, oraz A,, wygral z A;.
Jesli ponadto zawodnik A; wygral z zawodnikiem A,,_1, to przyjmujac A=A, B=A,,_1,
C = A,, otrzymujemy trojke zawodnikow A, B, C' spelniajaca teze zadania.

Zalézmy wiec, ze A, _1 wygral z A; i usunmy zawodnika A,, od stolu. Wtedy pozostatych
n—1 zawodnikow Aq,As,..., A,_1 spelnia zalozenia tresci zadania: kazdy z nich wygral
z osoba, ktéra siedzi obok niego, po jego lewej stronie. Kontynuujac zatem powyzsze rozu-
mowanie i usuwajac kolejnych zawodnikow, doprowadzimy do sytuacji, w ktérej przy stole
pozostana tacy trzej zawodnicy Ay, As, As, ze A1 wygral z As, Ay wygral z Az oraz As
wygral z A;. Przyjmujac wtedy A= A,, B= Ay, C' = Az, dostajemy trdjke zawodnikéw A,
B, C spelniajaca teze zadania.
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4. Udowodnij, ze dla kazdych liczb z, y nalezacych do przedziatu (0,1) spelniona jest nie-
rownosé
z(1-y)*+y(l-2)* < (1-azy)*.
Rozwigzanie
Dang w tredci zadania nieréwnos$é przeksztatcamy réwnowaznie, uzyskujac kolejno:
r(1-y)*+y(l-2)* <(1-ay)’
r(1—2y+vy?) +y(l -2z +22) <1—2xy+ay?
r+zy’ +y+yr? <14 2zy+22y?
(z+y)+ry(z+y) < (1+zy)?
(z+y)(1+ay) < (L+ay)?.

Liczby x, y sa dodatnie, wiec 1+zy > 0. Dzielac zatem obie strony otrzymanej nieréwnosci
przez 1+ xy i kontynuujac przeksztatcenia rownowazne, dostajemy

1+zy—2—y>0

(1—2z)(1—y)>0.
Uzyskana nieréwno$¢ jest spetniona, gdyz obie liczby x, y sa mniejsze od 1. Dowdd jest wigc
zakonczony.

5. Dany jest czworoscian foremny opisany na sferze o promieniu 1. Udowodnij, ze w tym
czworoscianie mozna umiesci¢ 6 kul o promieniu %, w taki sposob, aby kazde dwie kule
mialy co najwyzej jeden punkt wspolny.

Rozwigzanie

Oznaczmy przez A, B, C, D wierzchotki danego czworoscianu foremnego. Poprowadzmy
plaszczyzne styczna do sfery wpisanej w ten czworoscian, réwnolegta do ptaszczyzny ABC
i r6zna od plaszczyzny ABC'. Przyjmijmy, ze przecina ona krawedzie AD, BD i C'D odpo-
wiednio w punktach K, L i M.

Srodek sfery wpisanej w czworoécian ABC'D dzieli wysokoéé proprowadzong z wierzchotka D
w stosunku 1:3 liczac od podstawy ABC. Wynika stad, ze ptaszczyzna K LM przechodzi
przez srodek tej wysokosci. Poniewaz ptaszczyzna K LM jest réwnoleglta do ptaszczyzny
ABC, wiec na mocy twierdzenia Talesa, punkty K, L i M sa odpowiednio srodkami kra-
wedzi AD, BD i CD.

W analogiczny sposob okreslamy trzy plaszczyzny réwnolegte do pozostatych Scian. Jesli
wiec przez N, P i ) oznaczymy odpowiednio $rodki krawedzi AB, BC i AC, to sfera
wpisana w czworoscian ABC'D jest styczna takze do ptaszczyzn KNQ, LNP i M PQ.
Dtugosci krawedzi kazdego z czworos$cianéw foremnych AKNQ, BLNP, CMPQ i DKLM
sg réwne i wynosza % dhugosci krawedzi czworoécianu ABC'D. Zatem kule wpisane w te
czworoSciany majg promienie réwne % Ponadto w kuli wpisanej w czworo$cian ABCD
mozemy umiesci¢ dwie kule o promieniu % majace doktadnie jeden punkt wspolny. W ten
sposob w czworoscian ABC D umiesciliSmy 6 kul o promieniu %, z ktorych kazde dwie maja

co najwyzej jeden punkt wspdlny.
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