Matematyczn

VI CZESKO-POLSKO-SLOWACKIE poEEIEE
ZAWODY MATEMATYCZNE JUNIOROW a:a: e
SZCZYRK (POLSKA), 15 MAJA 2017 — ZAWODY INDYWIDUALNE o:%: BB

www.omj.edu.pl

SZKICE ROZWIAZAN ZADAN

1. Znajdz najwieksza liczbe naturalng n >3, dla ktorej istnieje n-cyfrowa liczba arazas - .- an,,
ktorej cyfry aq, as i a, sa niezerowe i ktora jest podzielna przez azaz...a,.

Szkic rozwigzania
Przypusémy, ze warunki zadania sa spetnione dla pewnej liczby ayazas---a,, i przyjmijmy
A=ajazaz...a, oraz B=uaya3...a,.
Liczba B jest dzielnikiem liczby A wtedy i tylko wtedy, gdy jest dzielnikiem liczby
A—B=a;-10"'=q;-2"" 5",
Skoro a, # 0, to liczba B nie moze mie¢ jednoczesnie liczb 2 oraz 5 w rozktadzie na czynniki
pierwsze, a zatem jest postaci a-2* lub a-5*, gdzie 0 < k<n—1 oraz a jest dzielnikiem a;. Stad
wynika, ze B <9-5""!. Z drugiej strony, liczba B ma n—1 cyfr, a zatem B > 10"2. Laczac te
dwie nieréwnosci, uzyskujemy
10"2<9-5"71 czyli 272 < 45.
Poniewaz 25 =32 < 45 < 64 = 2%, wiec wynika z tego, ze n < 7.
Pozostaje zauwazy¢, ze liczba 9-5% = 140625 jest szesciocyfrowa i jest dzielnikiem siedmio-
cyfrowej liczby 9140625. Stad wniosek, ze szukang najwiekszg wartoscig jest n=7.

Uwaga

Innym przykladem pary (A, B) pozwalajacej zrealizowaé n="7 jest B="7-5°%=109375 oraz
A=7109375. W potaczeniu z podanym w rozwiazaniu sa to jedyne dwie takie pary — dla innych
wyboréw a, k spehiajacych zadane warunki liczby a-2* oraz a-5*% (czyli mozliwe wartosci B)
sg co najwyzej pieciocyfrowe.

2. Niech ABC bedzie trojkatem, w ktorym AB+ AC' =3- BC'. Oznaczmy przez D, E takie
punkty, ze czworokaty BC' DA oraz C BE A sg réwnolegtobokami, a przez F'i G — takie punkty
lezace odpowiednio na bokach AC i AB, ze AF = AG = BC. Udowodnij, ze punkt przeciecia
prostych DF' i EG lezy na odcinku BC.

Szkic rozungzania D
Z warunkéw zadania wynika, ze
BG+CF=AB—-—AG+AC—-AF=AB+AC—-2-BC=BC,

wobec czego na odcinku BC' istnieje punkt P o tej wlasnodci,
ze BP =BG oraz CP=CF.

Skoro EAG = 4PBG, to trojkaty réwnoramienne AEG
i BPG sa podobne, a zatem $EGA= $PGB, czyli punkty F,
G, P leza na jednej proste;j.

Analogicznie wykazujemy, ze SAF D= 4 CF P, wiec punkty
D, F, P leza na jednej prostej. Laczac powyzsze wnioski, uzy-
skujemy, ze proste DF' i EG przecinaja si¢ w punkcie P.

Uwaga
Poniewaz AF = AG, BG= BP oraz CP=CF, wiec ', G, P to punkty stycznosci okregu
wpisanego w trojkat ABC' do jego bokéw.




3. Udowodnij, ze dla kazdej pary liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnosé
(2 +1)(y*+1) > 2(zy — 1) (2 +).
Dla jakich par liczb catkowitych z, y w powyzszej nieréwnoéci zachodzi réwnosé?
Szkic rozwigzania
Zauwazmy, ze
(*+ 1) (2 + 1) =2 + 22 oy + 1 =2y — 2oy + 1+ 22+ 22y + 92 = (wy — 1)* + (v +y)°.
Wobec tego dang nieréwnos¢ mozna przeksztalci¢ rownowaznie do postaci
(zy—1)" =2(zy—D(@+y) +(x+y)* >0, czyli (zy—1-z—y)*>0.
Ostatnia nierownos¢ jest oczywiscie spetniona, co konczy dowod.
Réwnosé w powyzszej nierownosci zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi w nieréwnosci
wyjéciowej, czyli gdy
xy—1—x—y=0 lub réwnowaznie (z—1)(y—1)=2.
Jedynymi przedstawieniami liczby 2 w postaci iloczynu dwéch liczb catkowitych sg
1:2=2-1=(-1)-(-2)=(-2)- (—1).
To prowadzi do nastepujacych par (z,y): (2,3), (3,2), (0,—1), (—1,0).

4. Dany jest trojkat prostokatny ABC o obwodzie 2, w ktérym S ACB =90°. Punkt S jest
srodkiem okregu dopisanego do boku AB tego trojkata, a punkt H jest punktem przeciecia
wysokosci trojkata ABS. Wyznaczy¢ najmniejsza mozliwa dtugosé odcinka HS.

Szkic rozwigzania
Oznaczmy przez P, (), R punkty stycznosci danego okregu dopisanego odpowiednio z pro-
stymi BC', C'A, AB. Skoro C'P =C() oraz

ISQA= SACB = <BPS =90°,
to czworokat SPC(Q jest kwadratem. Co wiecej, poniewaz AR = A(Q) oraz BR= BP, wiec
AC+AR=AC+AQ=CQ=CP=AB+BP=AB+ AR,

a zatem obie strony powyzszej réwnosci sa rowne 1, gdyz sumuja sie do obwodu trojkata ABC.
Stad SP=SQ=SR=1.
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Poniewaz proste SR i AB sa prostopadte, wiec punkt H nalezy do prostej SR. Ponadto,
skoro AQ=ARi BP=BR, to AQS i ARS oraz BPS i BRS to pary trojkatow przystajacych
(cecha bok—kat—bok), wobec czego

JASB = JASR+ YBSR= %(%QSR—%— SPSR) =45°.
Oznaczmy przez K rzut prostokatny punktu B na prosta AD. Wowczas, poniewaz trojkaty
prostokatne BK S i AKH sa réwnoramienne, wiec KB=KS i AK = HK, a zatem trojkaty
AKB i HKS sa przystajace (cecha bok—kat—bok) i w konsekwencji AB=HS.
Rozwiazanie dokonczymy dwoma sposobami.



Sposob 1

Przyjmijmy oznaczenia a= BC oraz b= AC'. Warunki zadania mozna wowczas przepisa¢ jako
a+b++va?+b%>=2, przy czym chcemy zminimalizowaé wartos¢ v/ a2+ b2. Z nieréwnosci miedzy
sredniag arytmetyczna i kwadratowa uzyskujemy:

a?+b?

2
2=a+b+Va2+12<2- +vh?+b%:vh2+b1(¢§+1%skmiHS:a4B>;Zi;i:2v5—2

Réwnos$é w nieréwnosci miedzy srednimi zachodzi doktadnie wtedy, gdy a =0, wiec uzyskane
minimum jest osiggane wtedy i tylko wtedy, gdy tréjkat ABC' jest réwnoramienny.

Sposob 11
Oznaczmy przez T punkt stycznosci okregu wpisanego w trojkat ABC do boku AC. Wowcezas
AT = BR (por. drugi obrazek w pierwszym wierszu plakatu SEM Réwne odcinki), wiec

TQ=AT+AQ=AR+BR=AB

To oznacza, ze najmniejsza mozliwa dtugos¢ odcinka HS bedzie osiagnieta wtedy, gdy odcinek
CT, réwny promieniowi okregu wpisanego w ABC', bedzie mial najwieksza mozliwg dtugosé.
Bedzie tak wowczas, gdy okrag wpisany w ABC' bedzie styczny do danego okregu dopisanego,
czyli gdy AC = BC' = AB/+/2, co prowadzi do szukanego maksimum réwnego 2v/2 — 2.

5. W kazde pole tablicy (mn+1) x (mn+ 1) wpisano liczbe rzeczywista z przedziatu [0, 1]
w taki sposob, ze suma liczb wpisanych w pola kazdego kwadratu n X n jest réwna n. Znajdz
najwieksza mozliwg sume wszystkich liczb wpisanych w pola tablicy.

Szkic rozwigzania

Zauwazmy, ze tablice mozna pokry¢ przy uzyciu m(m+ 1) kwadratéw o wymiarach n xn
oraz m+1 kwadratow jednostkowych w taki sposob, ze kazde pole tablicy nalezy do co najmniej
jednego z tych kwadratéw (rysunek po lewej stronie ilustruje odpowiednie pokrycie dla m =4
oraz n=3). Z warunkéw zadania wynika wiec, ze suma wszystkich liczb wpisanych w pola
tablicy jest nie wieksza od

m(m+1)-n+(m+1)-1=(m+1)(mn+1).

Z drugiej strony, warto$¢ (m+1)(mn+1) jest osiagalna, na przyklad jezeli wpiszemy 1
we wszystkich polach kazdego wiersza o numerze dajacym reszte 1 przy dzieleniu przez n
(zacieniowane na prawym rysunku) oraz 0 we wszystkich pozostatych polach.
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