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SZKICE ROZWIAZAN ZADAN

1. Dodatnie liczby catkowite a, b, ¢ speliajg warunek
(a+b+c)*| abla+b)+be(b+c)+ca(c+a) + 3abe.

Wykaz, ze
a+b+c|(a—b)?+(b—c)*+(c—a)’.

Szkic rozwigzania
Poniewaz ab(a+b)+bc(b+c)+ca(c+a)+3abc= (ab+bc+ca)(a+b+c), wige z danej w tresci
zadania podzielnoéci wynika, ze a+b+c|ab+bc+ ca. Stad wniosek, ze a+b+c jest dzielnikiem
liczby
2(a+b+c)? —6(ab+bc+ca)=(a—b)*+(b—c)*+(c—a)?,

co byto do udowodnienia.

2. Dany jest trojkat prostokatny ABC o przeciwprostokatnej AB. Punkt K lezy wewnatrz
trojkata ABC, a punkty L, M s symetryczne do punktu K odpowiednio wzgledem prostych
BC, AC. Wyznacz wszystkie mozliwe wartosci wyrazenia Sapra/Sapc, gdzie Sr oznacza pole
figury F.

Szkic rozwigzania
Poniewaz

SLCM = SLCB+ ¥BCK + SKCA+ SACM =2(¥BCK + $KCA) =180°,
wiec punkt C lezy na odcinku LM. To oznacza, ze
SaprLyv =Sapc +Sacyu +Sper = Sapce +Sack +Spek = 25450 — SaBk,
wobec czego

SaBLyv _ o_ SABK
Sapc Sapc

Poniewaz trojkat ABK jest zawarty w trojkacie ABC, wiec Sapx/Sapc € (0,1). Z drugie;

strony, dla dowolnego r € (0,1), wybierajac punkt K na wysokosci CH tréjkata ABC w taki

sposéb, ze KH =r-CH, uzyskujemy Sapx =7-Sapc. Stad Sapr/Sapc=r, wiec Sapx/Sapc

moze przyjmowaé dowolna warto$¢ z przedziatu (0,1). To oznacza, ze szukanym zbiorem moz-

liwych wartosci jest przedziat (1,2).
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3. Wyznacz wszystkie liczby rzeczywiste r o nastepujacej wlasnosci: Jezeli liczby rzeczywiste
a, b, ¢ spekiaja nieréwnos¢ |az?+bx+c| <1 dla kazdego z € (—1,1), to spelniaja réwniez
nieréwnos¢ |cz? +bx +al <r dla kazdego x € (—1,1).

Szkic rozwigzania
Niech a, b, ¢ beda dowolnymi liczbami rzeczywistymi takimi, ze |az?+bx+c| <1 dla kazdego
zr € (—1,1). Przyjmujac z =1, z=—1 oraz x =0 w danym warunku, otrzymujemy odpowiednio
la+b+c|<1, Ja—b+c|<1 oraz |c/<1. (%)
Zauwazmy, ze

1 1-—
cx2+bx+a:(x2—1)-c+—;x-(a+b+c)+QI-(a—b—l—c),

wobec czego, korzystajac z nieréwnosci |y+z+t| < |y|+|z|+|t| prawdziwej dla dowolnych liczb
rzeczywistych y, z, t, mozemy zapisac

1+ 1—-x
lcx® +br +a| < |1—m2|-|c|+‘2‘ : |a+b—|—c|+’2‘ la—b+c|.

Skoro x € (—1,1), to liczby 1—2?% 1+ oraz 1 —x sa nieujemne, wiec powyzsza nieréwnosé
przybiera postaé

1 1-—
lcz? +br+al < (1—x2)-|c|—|—_|2_x-|a—|—b+c|—|—Qx-|a—b—|—c|.

Na mocy (*) prawa strone powyzszej nieréwnosci mozemy oszacowaé z gory przez
1+x 1+ 1—2x
2 2

To oznacza, ze dla kazdego r > 2 zachodzi nieréwnos¢ |ca? 4+ bz +al <.
Z drugiej strony dla (a,b,c) = (2,0,—1) mamy

(1—2%)-1+ 1=2-22<2.

lax® +-bx+c| =227 — 1| =|2° + 2> — 1| < |[2?| +|2° - 1| =2* + 1 —-2® =1
dla kazdego = € (—1,1), czyli trojka ta spelnia warunki zadania. Ponadto dla x =0 mamy
lcx® +br +a| =2,

co oznacza, ze zadna liczba r <2 nie ma postulowanej wtasnosci. Ostatecznie wiec dana wtasnosé
jest speliona wtedy i tylko wtedy, gdy r > 2.

4. Prosta przechodzaca przez $rodek M trojkata réwnobocznego ABC przecina odcinki BC'
i C'A odpowiednio w punktach D i E. Okregi opisane na troéjkatach AEM i BDM przecinaja sie
w punktach M i P. Wykaz, ze sSrodek okregu opisanego na trojkacie DE P lezy na symetralne;
odcinka AB.

Szkic rozungzania

Oznaczmy przez O srodek okregu opisanego na trojkacie DEP. Poniewaz EPM oraz EAM
to katy wpisane w okrag oparte na tym samym tuku, wiec SEPM = SEAM =30°. Analogicznie
uzasadniamy, ze $DPM =30°. W konsekwencji

SDOE =2-4DPE=2-(YEPM + <DPM) =120°=180° — <DCE,

co oznacza, ze na czworokacie DC' EO mozna opisa¢ okrag. Ponadto DO = EQO, gdyz punkt O
lezy na symetralnej odcinka DE, a zatem $DCO = $ECO. Tym samym punkt O lezy na
dwusiecznej kata AC'B, czyli na symetralnej odcinka AB, co byto do udowodnienia.
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5. Przy okraglym stole siedzi 2n 0séb (n>2) w taki sposéb, ze kazdy siedzi naprzeciwko
swojego nieznajomego oraz pomiedzy swoimi znajomymi. Wykaz, ze te same osoby moga usias¢
przy okraglym stole w taki sposéb, aby kazdy siedzial pomiedzy swoim znajomym a nieznajo-
mym.

Szkic rozuigzania

Ponumerujmy osoby siedzace przy stole kolejno liczbami 1, 2, 3, ..., 2n oraz przyjmijmy
oznaczenie k =/, jezeli osoby k i ¢ sie znajg oraz k ~ {, jezeli osoby k i ¢ sie nie znaja. Mamy
wiec 1 =141 oraz i ~n+1 dla kazdego i =1,2,...,2n, przy czym numery osoéb rozwazamy
z doktadnoscig do wielokrotnosci liczby 2n.

Zauwazmy, ze jezeli n=2k+1 dla k> 1, to

1=2~2k4+3=2k4+4~3=4d~ .. ~2k—1=2k~4k+1=4k+2~2k+1=2k+2~1

wyznacza kolejno$é usadzenia przy stole spelniajaca zadane warunki (rysunki przedstawiaja
odpowiednig kolejnos¢ dla k=1,2, 3, przy czym ciagte linie oznaczaja znajomosci, a przerywane
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Dla n =2 usadzenie 1 =2~4 =3~ 1 spelnia warunki zadania. Jesli n=2k dla k> 2, to

1~2k+i1=2k+1+i~141=2+0i~2k+241=2k+3+i~. . . ~Adk—241=4k —1+i~2k— 141

dla :=1,2,...,4k. Gdyby istniato i takie, ze i =2k —141, to pewna $ciezke opisang powyzej
moglibysmy dopeié¢ do usadzenia 2n osoéb majacego zadane w zadaniu wtasnosci. Przypusémy
zatem, ze i ~ 2k — 141 dla kazdego i (co oznacza réwniez, ze i ~2k+1+1 dla kazdego 1).
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Jezeli k =2/, czyli n=4(, to usadzenie
1=2~vMU43=4+4~ .. . ~AU—3=4—-2~8(—1=8(~
~Y=4 -1~ —2=80—3~... ~4=3~U4+2=4+1~1
spelnia warunki zadania. Z kolei jesli k=20+1, czyli n =44+ 2, to usadzenie
1=2~ U 4+5=H+6~5=6~.. ~U—-3=MU—-2~8(+1=8(4+2~MU+1=40+2 ~
~IHA=804+3~MU=4—1~8I=80—1~ .. ~U+8=MU+T~4d=3~MU+4=4+3~1

spelia warunki zadania.
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6. Dodatnie liczby rzeczywiste a, b sg takie, ze a®+b* = 2. Wykaz, ze zachodzi nieréwnoéé

11
—+6>2(a —a+1)(*—b+1).
a

Szkic rozwigzania

7 nierownosci miedzy $rednig arytmetyczng i geometryczng zastosowanej do par liczb do-
datnich (a,1), (b,1), (a,b) wynika, ze

(a+1)(b+1)(a+b)>2Va-1-2vVb-1-2va-b=8ab.
Ponadto z zatozen zadania oraz nieréwnosci miedzy srednimi arytmetyczng i geometryczng dla
liczb a®+1 oraz b3+ 1 wynika, ze
a+1+03+1

R R > (@ + 1) +1), skad 4> (> +1)(0°+1).

Laczac dwie uzyskane nieréwnosci, otrzymujemy
(a+1)(b+1)(a+b) >2ab(a®+1)(b>+1),

skad ostatecznie wobec a >0 oraz b> 0 mamy

1 N 1 a+b (a+1)(b+1)(a+b) S 2ab(a®+1)(0*+1)

=2(a®>—a+1)(b>—b+1).

a b ab  abla+1)(b+1) ~ abla+1)(b+1)
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