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Olimpiad

Zestaw 7

1. Liczby a, b, ¢ spelniajg warunki:

(1) a+b+c=20,
1 1 1 1
(2)

Obliczy¢ warto$é¢ wyrazenia

a—i—b+ b+c+c+a —u

a b c
w = + + .
b+c c+a a+b

Wskazowka

1 1 1
Rozpatrz iloczyn (a+b+c) (a—l—b+ b—{—c+ c—l—a)

2. Wyznaczy¢ wszystkie pary (x,y) liczb rzeczywistych spelniajace réwnanie
(2 +1)(4y* +1) =822y

Wskazéwka

Sposob 1.

>Vab miedzy Srednia arytmetyczng i geometryczng dla

.y , . a+b
Z nieréwnosci

dwoch liczb nieujemnych a i b, otrzymujemy

4 4
= +1 o4yt +1
2 >2? i Y 2 > 2y2.
Kiedy w tych nieréwnosciach zachodza réwnosci?

Sposob 2.

Zauwaz, ze
(x*+1)(4y* +1) =822y =daty* 4o +4y* +1 822y = (22 —2y*) + (22%y* —1)%.
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3. Niech p i g beda dwiema kolejnymi liczbami pierwszymi wiekszymi od 2.
Udowodnié, ze liczba p+q jest iloczynem co najmniej trzech (niekoniecznie
réznych) liczb naturalnych wigkszych od 1.

Wskazowka

Zauwaz, ze jesli p i g sa dwiema kolejnymi liczbami pierwszymi nieparzystymi,
P+q

to liczba jest liczba zlozona.

4. Liczby dodatnie a, b, ¢, d spetniaja warunki:
(1) a<b<c<d,
(2) a+b+ct+d>1.

Wykazaé, ze prawdziwa jest nieréwnosé

a?+30 +52+7d* > 1.
Wskazowka

Z nieréwnosci a+b-+c+d > 1 wynika, ze
(a+b4c+d)? =a® +b>+c +d* +2ab+2ac+2ad + 2bc+2bd +2cd > 1,

a dalej skorzystaj z warunku a <b<c<d.

5. W tréjkat ostrokatny ABC wpisano kwadrat tak, ze dwa jego wierzchotki
naleza do boku AB, a dwa pozostate do pozostaltych bokéw tréjkata. Udowod-
nié, ze pole tego kwadratu nie przekracza potowy pola trdjkata ABC.
Wskazowka

Przyjmujac, ze AB =c, oraz h — dlugos¢ wysokosci tréjkata ABC poprowa-
dzonej z wierzchotka C, oblicz dtugos¢ boku kwadratu wpisanego w ten trojkat
zgodnie z warunkami zadania. Nastepnie skorzystaj z nieréwnosci miedzy $red-
nig geometryczng i arytmetyczng dla dwoch liczb dodatnich lub zbadaj réznice
miedzy potowg pola tréjkata ABC' i polem wpisanego kwadratu.

6. Danych jest 70 réznych liczb calkowitych dodatnich, wéréd ktérych nie ma
liczb wiekszych od 200. Wykazaé, ze przynajmniej dwie z nich réznia sie o 4
lub o 5, lub 0 9.

Wskazowka
Oznaczmy dane liczby a,, a,, a,, ..., a,,. Rozpatrz liczby
Ays Qo Gy, -y Gy,
(1) a,+4, ay+4, a3 +4, ..., a0 +4,
a;+9,a,+9,a3+9, ..., a;,+9.
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Gdyby wérdd liczb a,, a,, as, ..., a,, nie bylo liczb réznigcych si¢ o 4 lub o 5,
lub 0 9, to najwieksza sposréd wypisanych w (1) 210 réznych liczb naturalnych
nie przekraczataby 209.

7. Wykazaé, ze w kazdym czworo$cianie istnieja takie trzy krawedzie wycho-
dzace z jednego wierzchotka, z ktorych mozna zbudowaé tréjkat.

Wskazowka

Niech AB bedzie najdtuzsza krawedzia czworoscianu ABCD. Wtedy kazda
z pozostalych krawedzi ma dlugo$é nie wieksza od AB. Zauwaz, ze zachodza
nieréwnosci

AC+BC>AB i AD+BD > AB.
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