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Miedzy kwadratami

W niektoérych zadaniach olimpijskich nalezy stwier-
dzié¢, czy liczba pewnej postaci moze by¢ kwadratem
liczby catkowitej. Jedna z metod, ktora pozwala udzieli¢
negatywnej odpowiedzi jest zauwazenie, ze liczba danej
postaci jest zawarta miedzy kwadratami dwodch kolej-
nych liczb catkowitych — wtedy nie moze by¢ kwadra-
tem liczby catkowitej. Spojrzmy na przyklady.

Zadanie 1.

Wykaz, ze nie istnieje dodatnia liczba catkowita n,
dla ktérej liczba n2+n+1 jest kwadratem liczby catko-
witej.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze dla kazdej dodatniej liczby catkowitej
n zachodza nieréwnosci

n?<n®+n+l<n®+2n+1=(n+1)>.
Jedli zatem n?+n+1=£k? dla pewnej dodatniej liczby
k, to n<k <n+1. Stad wniosek, ze liczba k nie jest
calkowita, a co za tym idzie liczba n?+n-+1 nie moze
by¢ kwadratem liczby catkowitej. To konczy rozwiazanie
zadania.

Zadanie 2.

Udowodnij, ze nie istnieje dodatnia liczba caltko-
wita n, dla ktérej liczba n?+3n+1 jest kwadratem
liczby calkowitej.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze dla dowolnej dodatniej liczby catko-
witej n zachodza nieréwnosci

(n+1)?=n?+2n+1<n?+3n+1<n’+4nt+d=(n+2)2.

Stad wniosek, ze liczba n? 4 3n 41 nie moze byé kwa-
dratem liczby calkowitej.

Zadanie 3. (X OMG, zawody III stopnia)
Dane sa takie dodatnie liczby catkowite a i b, ze
liczby

a?+2b+1 oraz b*>+2a+1

sg kwadratami liczb naturalnych. Wykaz, ze a =b.
Rozwigzanie
Przypus$émy, ze liczby a i b sa rézne. Dla ustalenia
uwagi przyjmijmy, ze a >b. Wtedy mamy
a><a®+2b+1<a®+2a+1=(a+1)2.
Wobec tego liczba a? +2b+ 1 nie moze byé¢ kwadratem

liczby calkowitej. Otrzymana sprzecznosé dowodzi, ze
a=1", co konczy rozwiazanie zadania.

Zadanie 4.

Wyznacz wszystkie dodatnie liczby catkowite n, dla
ktérych liczba n*42n% —3 jest kwadratem liczby cal-
kowite;.
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Rozwiazanie
Dla n=1 dana liczba jest rowna 0, wiec jest kwa-
dratem liczby catkowitej. Dla n > 1 mamy

(n?+(n—-1)2=n*+2n*(n—1)+(n—-1)>2=
=n*4+2m3—n?—2n+1<n*+2n°-3,
gdyz n?+2n>22+2-2 > 4. Ponadto
4 3 4 3.,,2_ (2 2
n"+2n° -3 <n*+2n°+n°=(n“+n)".
W takim razie dla n > 1 zachodza nieréwnosci
(n?+n—1)2 <n*+2n -3 < (n®+n)?
co oznacza, ze dana w tresci zadania liczba nie moze by¢
kwadratem liczby calkowitej.

Ostatecznie otrzymujemy, ze dana liczba jest kwa-
dratem liczby calkowitej jedynie dla n =1, co kohczy
rozwiazanie zadania.

Jak nietrudno si¢ domysli¢, metode ,wrzucania
miedzy kwadraty” mozna takze zastosowaé¢ dla innych
poteg, np. dla szescianéw.

Zadanie 5.

Wyznacz wszystkie pary (z,y) liczb calkowitych,
dla ktorych spelnione jest réwnanie 23 =13 4242 +1.

Rozwiagzanie

Zauwazmy, ze
Y3 +202 1= 43y +3y+1—y> -3y = (y+1)> —y(y+3).
Dla dowolnej liczby y zachodzi nieréwnosé

<yt +22 +1=23
Ponadto jesli y < —4 lub y >0, to
o’ = (y+1)° —y(y+3) < (y+1)°,
gdyz liczba y(y+3) jest dodatnia. W takim razie
y’ <’ <(y+1)°,
a wiec dane w zadaniu réwnanie nie ma w tym przy-
padku rozwiagzan w liczbach catkowitych.

Pozostal nam do rozpatrzenia przypadek, gdy y jest
jedna z liczb —3, —2, —1, 0. Podstawiajac kolejno te
wartosci do danego réwnania, stwierdzamy, ze:

o jesliy=—3, to 23 = -8, czyli x = —2;
o jedliy=—2,to 23 =1, czyli z=1;
e jesli y=—1, to 3 =2, co nie ma rozwiazan w licz-
bach catkowitych;
o jesliy=0,tox>=1, czyli z=1.
Ostatecznie otrzymujemy trzy pary (z,y) spelniajace
dane rownanie:

(_27_3)7 (1,—2),

Na koniec proponujemy Czytelnikom kilka zadan do
samodzielnego rozwiazania. Wskazowki podamy w na-
stepnym numerze Kwadratu.
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Zadanie 6.

Wykaz, ze nie istnieje dodatnia liczba catkowita n,
dla ktérej liczba n?2+9n+20 jest kwadratem liczby cal-
kowitej.

Zadanie 7.

Wyznacz wszystkie pary (x,y) dodatnich liczb cal-
kowitych, dla ktérych liczby

r?+4y oraz y?+4x

sa kwadratami liczb catkowitych.

Zadanie 8.

Wyznacz wszystkie pary (z,y) dodatnich liczb cal-
kowitych, dla ktérych z?=y*+y?+y+1.

Zadanie 9. (LXIV OM, zawody III stopnia)

Wyznacz wszystkie pary liczb catkowitych x, y, dla
ktérych z* +y =z +12.

Zadanie 10. (LXVIIT OM, zawody I stopnia)

Dane sg liczby catkowite a, b, c. Udowodnij, ze ist-
nieje taka dodatnia liczba catkowita n, ze liczba

n®+an®+bn+c

nie jest kwadratem liczby catkowite;j.
Michal Kieza

Dorysujmy réwnolegtobok

W niektoérych konfiguracjach geometrycznych poja-
wiaja sig¢ zaleznodci metryczne, np. rownosci katow lub
odcinkéw, ktére pozornie nie maja ze soba nic wspol-
nego. Warto wtedy sprébowaé przenies¢ odpowiednie
wielkodci w inne miejsca rysunku, aby powiazaé ze soba
dane zaleznosci.

Dobrym narzedziem do przenoszenia odcinkow i ka-
tow w inne miejsca rysunku jest symetria srodkowa. Cze-
sto odbicie jednego punktu wzgledem innego stanowi
istotny krok w kierunku rozwiazania zadania. To spro-
wadza sie do narysowania réwnolegtoboku.

W nastepujacym twierdzeniu ujetych jest kilka wy-
godnych charakteryzacji rownolegloboku.

Twierdzenie

Dany jest czworokat wypukly ABCD (rys. 1). Na-
stepujace warunki sg réwnowazne (tzn. z kazdego z po-
nizszych warunkéw wynikaja wszystkie pozostale):

(a) ABCD ma $rodek symetrii;

(b) odcinki AC' i BD maja wspélny $rodek;
(¢) AB=CD oraz AD = BC;

(d) AB=CD oraz AB| CD;

(e) AB||CD oraz AD || BC.

Nietrudny dowéd mozna przeprowadzi¢ w oparciu
o cechy przystawania tréjkatow. Zainteresowanego Czy-
telnika odsylamy do ksiazeczki Waldemara Pompe Wo-
kot obrotéw, przewodnik po geometrii elementarnej, Wy-
dawnictwo Szkolne OMEGA (twierdzenie 4.1).

Zadanie 1.

Wewnatrz czworokata ABCD znajduje sie taki
punkt P, 2e AP=BP,CP=DP,SAPB=<JCPD=90°.
Wykaz, ze tréjkaty APD oraz BPC maja réwne pola.

Rozwiagzanie

Oznaczmy przez @) taki punkt, ze czworokat APDQ
jest réwnoleglobokiem (rys. 2). Wtedy AQ=DP=CP,
a ponadto AP = BP oraz

IPAQ=180°— SAPD = IBPC

skad wniosek, ze trojkaty PAQ oraz BPC' sg przysta-
jace (cecha bok—kat-bok). W szczegdlnosci tréjkaty te
maja réwne pola. Co wiecej, trojkaty PAQ oraz APD
takze maja rowne pola, gdyz czworokat AP DQ jest réw-
nolegtobokiem. To konczy rozwiazanie zadania.

rys. 1

rys. 2

W zadaniu 1 mieliémy do udowodnienia réwnosé
pdl tréjkatéw o réwnych podstawach AP i BP. Stad
pomyst przemieszczenia jednego z nich tak, aby pod-
stawy sie pokryty. Okazalo sie, ze powstal w ten sposéb
rownolegtobok APDQ), od ktérego moglidémy rozpoczaé
rozumowanie.

Zadanie 2. (Facebookowa Liga OMG, zadanie 12.)

Punkt M jest srodkiem boku AB tréjkata ABC'. Na
odcinku CM znajduje sie taki punkt D, ze AC = BD.
Wykaz, ze SMCA=<SMDB.

Rozwiazanie

Oznaczmy przez P punkt symetryczny do punktu D
wzgledem punktu M (rys. 3), czyli taki punkt plaszezy-
zny, ze czworokat ADBP jest réwnolegtobokiem. Stad
dostajemy rownosci

BD=AP oraz YMDB=<MPA.

W polaczeniu z zatozeniem AC = BD uzyskujemy wiec
AC = AP. Stad wniosek, ze IMCA=<IMPA i w kon-
sekwencji YMCA =M DB, co bylo do udowodnienia.

rys. 3

rys. 4

Rozwiazemy teraz innym sposobem zadanie przy-
woltane w poprzednim numerze Kwadratu.

Zadanie 3. (IX OMG, zawody II stopnia)

W tréjkacie ABC punkt D jest sSrodkiem boku AB,
a punkt F jest srodkiem odcinka C'D. Wykaz, ze jezeli
JCAE =<4BCD, to AC=CD.

Rozwiazanie

Oznaczmy przez P punkt symetryczny do punktu C
wzgledem punktu D (rys. 4). Czworokat ACBP jest
wowcezas réwnoleglobokiem, wobec czego

JBCOD=<JAPC.
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To w polaczeniu z zalozeniem zadania pozwala wywnio-
skowaé, ze SOAE = JAPC. Tréjkaty EC A oraz ACP
sa wiec podobne (cecha kat—kat). Wobec tego

EC AC

AC  PC’
czyli AC?=EC-PC. Ponadto EC= %CD i PC=2-CD,
a zatem EC-PC =CD? i w konsekwencji AC? =CD?.
Ostatecznie AC'=CD, co koniczy rozwigzanie zadania.

W dwdch ostatnich zadaniach rownolegtoboki kon-
struowaliSmy w oparciu o warunek (b) z przywolanego
twierdzenia. W kolejnych dwéch przykladach wykorzy-
stamy warunek (d), tj. zamiast symetrii srodkowej roz-
wazymy réwnolegle przesuniecie odcinka.

Zadanie 4. (Ob6z Naukowy OMG, rok 2015)

Dany jest trojkat ABC, w ktérym AC = BC. Na
bokach AC' i BC' wybrano odpowiednio takie punkty D
i K, 2¢ AB=BD=DEFE oraz AD=CFE. Wyznacz miare
kata ACB.

Rozwigzanie

Oznaczmy przez P taki punkt, ze czworokat ABP D
jest réwnoleglobokiem (rys. 5). Wowczas BP=AD=CE
oraz $PBE = 4ECD. Ponadto

BE=BC-CE=AC—-AD=CD,
skad wniosek, ze tréjkaty BPFE oraz CED sa przysta-
jace (cecha bok—kat—bok). Wobec tego PE = ED, co
w polaczeniu z ED=AB=PD oznacza, ze tréjkat DPE
jest réwnoboczny.

Z réownosci BD = PD = ED wynika, ze punkt D
jest érodkiem okregu opisanego na tréjkacie BPE. Stad
na mocy zaleznosci miedzy katem wpisanym PBFE oraz
katem érodkowym PDE w tym okregu, otrzymujemy

JACB=94PBE=34PDE=1-60°=30°,

co konczy rozwiazanie zadania.

rys. 5

rys. 6

Pomyst na powyzsze rozumowanie mozna objasni¢
nastepujaco: obecna w warunkach zadania réwnosé od-
cinkbw AB = DFE byla trudno uchwytna, w zwiazku
z czym przesuneliSmy rownolegle odcinek AB tak, aby
mial wspolny koniec z odcinkiem DFE.

Zadanie 5.

Punkt P lezy wewnatrz réownolegtoboku ABCD,
przy czym spetniona jest rownosé PAB=<PCB. Udo-
wodnij, ze SPBC = YPDC.

Rozwigzanie

Oznaczmy przez @ taki punkt, ze czworokat ABQP
jest réwnoleglobokiem (rys. 6). Zauwazmy, ze woéwczas
CD=AB=PQ oraz CD || AB| PQ, a zatem czworokat
CDPQ réwniez jest rownolegtobokiem.

Réwnoéci SPQB = YPAB = <PCB prowadza do
wniosku, ze na czworokacie BPC(Q mozna opisa¢ okrag

(obydwa punkty C i @ leza po tej samej stronie prostej
PB — przeciwnej niz punkt A). Wobec tego réwniez
IPBC =<4PQC =<PDC, przy czym ostatnia réwnosé
wynika z faktu, ze CDPQ jest rownolegltobokiem. To
koniczy rozwigzanie zadania.

Tym razem dana rowno$¢ katéw byla trudno
uchwytna z tego wzgledu, ze punkty A i C znajduja
sie po przeciwnych stronach prostej PB. Stad pomyst,
by przeniesé jeden z nich na druga strone tej prostej
i uzyskaé czwérke punktéw lezacych na jednym okregu.

Na koniec proponujemy kilka zadan do samodziel-

nego rozwiazania. Wskazowki podamy tradycyjnie w ko-
lejnym numerze Kwadratu.

Zadanie 6. (VIIT OMG, zawody III stopnia)

Dany jest trojkat ABC, w ktérym SACB = 120°.
Punkt M jest srodkiem boku AB. Na odcinkach AC
i BC wybrano odpowiednio takie punkty P i Q, ze

AP=PQ=QB.
Wykaz, ze SPMQ = 90°.

Zadanie 7. (Ob6z Naukowy OMG, rok 2015)

Dany jest tréjkat ostrokatny ABC, ktérego wyso-
kosci przecinaja si¢ w punkcie H. Punkty K i L sa
spodkami wysokosSci opuszczonych odpowiednio z wierz-
chotkéw A i B, a punkt M jest $rodkiem odcinka AB.
Okregi opisane na tréjkatach ABH i CKL przecinaja
sie w punkcie P réznym od H. Wykaz, ze punkty C, M,
P leza na jednej prostej.

Zadanie 8. (Ob6z Naukowy OMG, rok 2015)

Dany jest tréjkat ABC, w ktérym $ACB=60°. Na
bokach BC' i AC leza odpowiednio takie punkty D i F,
ze BD=DE = EA. Udowodnij, ze JABE = 30°.

Zadanie 9. (Obéz Naukowy OMG, rok 2013)

Dany jest trapez ABC'D o podstawach BC' i DA.
Punkty P i @ sa $rodkami odpowiednio przekatnych AC
i BD tego trapezu. Wykaz, ze jezeli <DAQ = SBAC,
to SCBD =< ABP.

Zadanie 10. (IV OMG, zawody II stopnia)

Dany jest réwnolegtobok ABC D oraz punkt E na-
lezacy do boku BC. Przez punkt D prowadzimy prosta k
réwnolegla do prostej AE. Na prostej k obieramy takie
punkty K, L, ze czworokat AEKL jest rownolegtobo-
kiem. Udowodnij, ze réwnolegtoboki ABCD i AEKL
maja réwne pola.

Zadanie 11. (X OMG, zawody IIT stopnia)

Dany jest czworokat wypukly ABCD, w ktérym

IDAB+YABC =90°.

Punkt M jest srodkiem boku C'D. Znajac dtugosci od-
cinkow AD oraz BC, ktére wynosza odpowiednio a oraz
b, oblicz wartosé¢ wyrazenia [ABM]|—[DAM]—[BCM].
Uwaga. Symbol [F] oznacza pole figury F.

Zadanie 12. (LIII OM, zawody I stopnia)

Na bokach AB i AC trojkata ABC' zbudowano,
po jego zewnetrznej stronie, kwadraty ABDE i ACFG.

Punkty M i N sa odpowiednio $srodkami odcinkéw DG
i EF. Wyznacz mozliwe wartosci wyrazenia M N : BC'

Lukasz Bozyk
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Piekne umysty

W dniach 6-12 kwietnia br. odbyla sie w Zury-
chu VI Europejska Olimpiada Matematyczna Dziewczat
(European Girls’ Mathematical Olympiad, EGMO).
Polske reprezentowaly:

e Aleksandra Cynk, V LO w Krakowie,

e Katarzyna Kepinska, VIII LO w Katowicach,
e Bogna Pawlus, LO w Milowce,

e Barbara Zigba, III LO we Wroclawiu.

Wszystkie wymienione dziewczeta byly w przeszio-
sci laureatkami OMG.

Pierwszy raz na temat EGMO pisaliémy w Kwadra-
cie nr 5 (czerwiec 2012), zaraz po zakonczeniu pierwszej
edycji zawodéw. Wéwcezas rywalizowaly ze soba uczest-
niczki z 19 krajéw. Od tego czasu popularnosé olim-
piady dla dziewczat systematycznie rosta. O mozliwosé
dotaczenia do zawodéw EGMO zaczelo ubiegaé sie wiele
panstw, takze spoza Europy.

W biezacym roku w szranki staneto 168 dziewczat
z 43 krajow, w tym 38 uczestniczek z 10 krajow pozaeu-
ropejskich. Zaledwie w ciagu szeéciu lat swojego istnie-
nia olimpiada dla dziewczat stala sie jednym z najbar-
dziej prestizowych i rozpoznawalnych konkurséw mate-
matycznych na $wiecie.

Tegoroczne zawody odbyly sie 8 i 9 kwietnia. Kaz-
dego dnia dziewczeta rozwigzywaly trzy zadania w cza-
sie 4,5 godziny. Za kazde zadanie mozna bylo otrzymacé
do 7 punktow. Zaledwie dwém uczestniczkom udalo sie
zebra¢ komplet punktéw. Wyczynu tego dokonaty Olha
Shevchenko z Ukrainy oraz Qi Qi — reprezentantka Sta-
néw Zjednoczonych.

Nasze dziewczeta spisaly sie znakomicie. Wszystkie
zdobyly srebrne medale. Najlepszy wynik uzyskala Ka-
sia Kepinska, zdobywajac 24 punkty i zajmujac 24. miej-
sce w klasyfikacji indywidualnej. Ola Cynk i Basia Zieba
zdobyly po 20 punktéw, co dato im 37. miejsce. Bogna
Pawlus zakonczyla zawody na 41. miejscu z 19 punk-
tami. W klasyfikacji druzynowej Polska zajeta wysokie
8. miejsce, ex aequo z Kazachstanem i Wielka Brytania.

Na zakoniczenie przyjrzyjmy sie jednemu z zadan,
z ktorym zmagaly sie uczestniczki zawodow.

Zadanie

W czworokacie wypuklym ABCD spelnione sg za-
leznosci SDAB = <YBCD =90° oraz SABC > JCDA.
Punkty @@ i R leza odpowiednio na odcinkach BC
i CD. Prosta QR przecina proste AB i AD odpowied-
nio w punktach P i.S. Przypu$émy, ze PQQ = RS. Punkt
M jest érodkiem odcinka BD, a punkt N — $rodkiem
odcinka QR. Udowodnié, ze punkty M, N, A i C leza
na jednym okregu (rys. 7).

Rozwigzanie

Poniewaz punkt N jest srodkiem odcinka QR oraz
PQ=RS, wiec N jest tez érodkiem odcinka PS. Z kolei
odcinki PS oraz QR sa przeciwprostokatnymi w tréjka-
tach prostokatnych APS oraz CQR. Stad wniosek, ze

JANP =24ASP oraz YPNC=29PRC.

Katy PRC i SRD sa wierzchotkowe, a suma dwoch ka-
tow wewnetrznych trojkata RSD przy wierzchotkach R

i.S jest réwna katowi zewnetrznemu przy wierzchotku D.
Stad otrzymujemy réwnosci
JASP+YPRC =4DSR+4SRD = <4CDA.
Wobec tego
(1) YANP+<IPNC =2(3ASP+<PRC)=24CDA.
Czworokat ABCD jest wpisany w okrag, wiec
JABC + JCDA =180°. Z treéci zadania wiemy jed-
nak, ze LABC > <JCDA, skad wniosek, ze SCDA<90°.
Z réwnosci (1) wynika zatem, ze SAN P+JPNC <180°.
To pozwala stwierdzi¢, ze punkt N lezy po tej samej
stronie prostej AC, co punkt D oraz

JANC =4ANP+<4PNC =2JCDA.

Z kolei katy BAD oraz BCD sa proste, a zatem
punkt M jest érodkiem okregu opisanego na czworoka-
cie ABCD. 7 nieréwnoéci $CDA < 90° wynika wiec,
ze SAMC =29ADC oraz punkt M lezy po tej samej
stronie prostej AC, co punkt D.

A

rys. 7
Laczac wyzej otrzymane zaleznoéci, uzyskujemy
JANC =29ADC =4AMC,
a ponadto punkty N i M leza po tej samej stronie proste;j
AC (co punkt D). Stad wniosek, ze punkty A, M, N, C
leza na jednym okregu, co konczy rozwiazanie zadania.
Tomasz Ciesla

Wskazéwki do zadan z poprzedniego numeru

Dorysujmy $rodek odcinka

6. Dorysuj srodek jednego z ramion trapezu.

7. Dorysuj $rodek jednego z bokéw AB lub CD.

8. Dorysuj srodek odcinka AB. Wykorzystaj zadanie 2.

9. Dorysuj srodki odcinkéw AE, BD. Wykorzystaj zadanie 2.

10. Dorysuj érodki krawedzi AB, C'D i uzasadnij, ze odcinek
taczacy dorysowane punkty ma diugosé 2.

11. Dorysuj srodki odcinkéw AC, BC i zauwaz pewna pare
trojkatéw przystajacych.

W liczbach calkowitych

4. Odpowieds: (a,b)=((1+1)31, (14-1)%12), gdzie [ jest liczba cal-
kowitg dodatnig lub (a,b) = ((I—1)31, (1—1)?1?), gdzie [ jest liczba
catkowita wieksza od 1. Postepuj podobnie, jak w rozwiagzaniu za-
dania 2.

5. Odpowied?: (a,b)=(d(2" +1),d(2"™ —1)), gdzie d jest dodat-
nia liczba catkowita. Skré¢ utamek stojacy po lewej stronie przez
d=NWD(a,b). Uzasadnij, ze jesli dodatnie liczby caltkowite k, [ sa
wzglednie pierwsze, to NWD(k —1,k+1) réwna sie 1 lub 2.

6. Odpowiedz: (a,b) = (4(d®+d),1(d® —d)), gdzie d>1 jest
liczba catkowita. Niech a =dk, b=dl. Postepuj podobnie, jak w roz-
wigzaniu zadania 2. Rozpatrz przypadki w zaleznosci od wartosci
NWD(k—1,k+1).

7. Przepisz dane réwnanie w postaci b® = (a —2)(a+2), a na-
stepnie uzasadnij, ze liczby a —2 i a+2 sa wzglednie pierwsze.

,2Kwadrat” redaguje zesp6t w sktadzie: Lukasz Bozyk, Tomasz Ciesla, Waldemar
Recenzent: dr Joanna Jaszunska. Adres do korespondencji: kwadrat.omj@gmail.com

Pompe (red. nacz.), Lukasz Rajkowski, Tomasz Szymczyk.

Naktad: 2000 egz.



