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Dorysujmy lustrzane odbicie

W kolejnym artykule z serii Dorysujmy... zajmiemy
sie konfiguracjami, w ktérych pomocna jest symetria
osiowa. Warto ja rozwazy¢ wtedy, gdy jednym z elemen-
tow rysunku jest dwusieczna pewnego kata, czyli jego o$
symetrii. O$ ta jest naturalnym kandydatem na prosta,
wzgledem ktérej mozna odbi¢ punkty lezace na ramio-
nach kata. Ich obrazy znajduja sie wéwczas na drugim
ramieniu.

Zadanie 1. (VIII OMG, zawody I stopnia)

Dany jest czworokat wypukly ABCD, w ktérym
AD+ BC =CD. Dwusieczne katéow BCD i CDA prze-
cinaja sie w punkcie S (rys. 1). Udowodnij, ze AS=BS.

A B
rys. 1

rys. 2

Rozwiazanie

Oznaczmy przez P punkt symetryczny do punktu A
wzgledem dwusiecznej kata CDA (rys. 2). Wéwezas
punkt P lezy na odcinku C'D oraz PD = AD. Stad

PC=CD-PD=CD—-AD=BC.

W tréjkacie réwnoramiennym PBC dwusieczna
kata przy wierzchotku C jest symetralng podstawy BP.
Wobec tego punkty B i P sa symetryczne wzgledem
dwusiecznej kata BCD. W zwiazku z tym

AS=PS=BS,
co konczy rozwiazanie zadania.

Zadanie 2. (III OMG, zawody III stopnia)

Dany jest trojkat ABC, w ktéorym AC > BC
(rys. 3). Punkt P jest rzutem prostokatnym punktu B
na dwusieczng kata ACB. Punkt M jest $rodkiem od-
cinka AB. Wiedzac, ze

BC=a, CA=b, AB=c,
oblicz dtugosé odcinka PM.
Rozwigzanie

Niech B’ bedzie punktem symetrycznym do B
wzgledem prostej CP (rys. 4). Wéwczas punkt B’ lezy
na odcinku AC oraz BC = B’C. Ponadto punkt P jest
srodkiem odcinka BB'.

Wobec tego odcinek PM jest linig srodkowa w tréj-
kacie ABB’, a wiec jego dlugo$é jest réwna polowie
dlugosci odcinka B’ A. Dowdd tej wlasnosci mozna zna-
lez¢ w ksiazeczce Waldemara Pompe Wokdl obrotow,
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przewodnik po geometrit elementarnej, Wydawnictwo
Szkolne OMEGA (twierdzenie 4.5).
C

A M B
rys. 3

rys. 4

Stad otrzymujemy
PM=1iB'A=1(CA-B'C)=1(CA-BC)=1(b—a),
co konczy rozwiazanie.

Symetrie osiowa warto zastosowa¢ takze w innych
sytuacjach. Przyjrzyjmy sie¢ nastepujacemu zadaniu.

Zadanie 3.

Punkty A i B znajduja sie po tej samej stronie pro-
stej k. Wyznacz taki punkt P lezacy na prostej k, dla
ktorego suma AP+ BP przyjmuje najmniejsza warto$c.

Rozwiagzanie

Oznaczmy przez B’ obraz punktu B w symetrii
wzgledem prostej k, a przez P — punkt przeciecia od-
cinka AB’ z prosta k (rys. 5). Woéwcezas dla kazdego
punktu X prostej k spelnione sg zaleznosci

AX+BX=AX+B'X>AB' =AP+B'P=AP+ BP.
Stad wynika, ze tak wyznaczony punkt P spelnia wa-

runki zadania, co koficzy rozwiazanie.
B B
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N
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B B
rys. 6

rys. 5

Zauwazmy, ze skonstruowany powyzej punkt P ma
te wlasno$é, ze katy, jakie tworza odcinki AP i BP z pro-
sta k, sa réwne (rys. 6). Ta wlasno$¢ sprawia, ze obraz
symetryczny B’ punktu B wzgledem prostej k lezy na
prostej AP. Zobaczmy, jak to spostrzezenie mozna wy-
korzysta¢ w niektérych zadaniach.

Zadanie 4.

Dany jest tréjkat ABC, w ktérym SABC = 90°
(rys. 7). Punkt M jest érodkiem odcinka AC. Punkt P
wybrano na boku BC' w taki sposob, ze

JAPB=JCPM.

Wykaz, ze PC=2-PB.
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Rozwigzanie
Niech A’ i M’ beda punktami symetrycznymi od-
powiednio do punktéw A i M wzgledem prostej BC
(rys. 8). Wéwezas, poniewaz punkt M jest rodkiem od-
cinka AC, wigc punkt M’ jest $rodkiem odcinka A'C.
Ponadto
JCPM' = ¥CPM = 4APB,

skad wniosek, ze punkty A, P, M’ leza na jednej pro-
stej. Punkt P jest zatem punktem przeciecia Srodkowych
AM' i CB w tréjkacie AA'C.

C

M

A B
rys. 7

rys. 8

Wiadomo z kolei, ze érodkowe w dowolnym trojka-
cie przecinaja sie¢ w jednym punkcie, ktéry dzieli kazda
z nich w stosunku 2: 1, patrzac od wierzchotka tréjkata.
Dowdd tej wlasnosci takze mozna znalezé w ksiazeczce
Waldemara Pompe Wokdl obrotéow, przewodnik po geo-
metrii elementarnej, Wydawnictwo Szkolne OMEGA
(twierdzenie 4.11). Stosujac to twierdzenie do tréjkata
AA'C, uzyskujemy natychmiast PC =2-PB, co konczy
rozwiazanie zadania.

Zadanie 5. (Obdz Naukowy OMG, rok 2015)

Dany jest tréjkat ABC, w ktérym JSACB = 90°
(rys. 9). Na bokach BC, CA, AB tego tréjkata wybrano
odpowiednio takie punkty D, F, F, ze
JADC =<BDF, $BFD =YAFE, YAEF =4BEC.
Udowodnij, ze AD+ DF =BE+ EF.

Rozwigzanie

Oznaczmy przez A’ i B’ punkty symetryczne do
punktéw A i B odpowiednio wzgledem prostych BC
i AC (rys. 10). Wowczas czworokat ABA’B’ jest rom-
bem, gdyz jego przekatne maja wspolny $rodek i sa pro-
stopadle. Poniewaz

IBDF =<ADC =9A'DC,

JAEF =4BEC =<4B'EC,
wiec punkty D i F lezg odpowiednio na odcinkach A’F
i B'F. Wobec tego

AD+DF=A'D+DF=A'F,
BE+EF=B'E+EF=DB'F.

A F
rys. 9

rys. 10

Proste AB i A’B’ sa réwnolegle, a zatem
JA'B'F=4AFB =<4BFA =4B'A'F.

Wobec tego A'F'=B'F, co w polaczeniu z otrzymanymi
wcezesniej réwnosciami konczy dowdd.

Tradycyjnie proponujemy kilka zadan do samo-
dzielnego rozwiazania. Wskazéwki do nich podamy
w nastepnym numerze Kwadratu.

Zadanie 6.
Punkt M lezy na dwusiecznej kata zewnetrznego
przy wierzchotku C' tréjkata ABC. Udowodnij, ze

AM+BM > AC+ BC.

Zadanie 7.

Dany jest trojkat ABC, w ktérym AC = BC.
Punkty D i F leza odpowiednio na bokach BC' i AC,
przy czym

IDAB=<4ABE =YACB
oraz AD+ DE+ EB = AC. Wyznacz miare kata ACB.

Zadanie 8.

Punkt I jest srodkiem okregu wpisanego w tréjkat
ABC. Punkty P i@ sarzutami prostokatnymi punktu C'
odpowiednio na proste Al i BI. Znajac dtugosci bokow
tréjkata ABC, oblicz dtugos$é odcinka PQ).

Zadanie 9.

Punkt M wybrano na srednicy AB okregu w. Pro-
sta nachylona do prostej AB pod katem 45° przechodzi
przez punkt M i przecina okrag w w punktach C'i D.
Wykaz, ze wartos¢ CM?+ DM? nie zalezy od wyboru
punktu M.

Zadanie 10.

Dany jest okrag w o érednicy 1 oraz lamana s
o konicach nalezacych do tego okregu, ktérej dlugosé jest
mniejsza od 1. Wykaz, ze pewna Srednica okregu w nie
ma z lamang s zadnych punktéw wspoélnych.

Zadanie 11. (Facebookowa Liga OMG, zad. 39)

Punkt M jest $rodkiem przeciwprostokatnej AB
tréjkata prostokatnego ABC. Symetralna odcinka C' M
przecina proste AC' i BC' odpowiednio w punktach K
i L. Wykaz, ze AK?+ BL?>=KL>2.

Zadanie 12. (Obéz Naukowy OMG, rok 2016)

Dany jest tréjkat ostrokatny ABC, w ktérym
JACB =30°. Na bokach BC, AC znajduja sie odpo-
wiednio takie punkty D i E, ze

JADB=<JCDE oraz JAEB=<YDEC.
Odcinki AD i BFE przecinaja si¢ w punkcie K, a odcinki
DFE i CK przecinaja sie w punkcie L. Udowodnij, ze
AD+DL=BE+FEL.

Lukasz Bozyk

Najmniejsze rozwigzanie

Niektére réwnania nie majg rozwigzan w dodatnich
liczbach catkowitych. Powodéw ku temu moze by¢ wiele.
Czasami algebraiczna posta¢ réwnania pozwala zastoso-
waé nastepujace sprytne rozumowanie.

Przypusémy, ze dane réwnanie ma rozwiazanie
w dodatnich liczbach calkowitych. Sposréd wszystkich
takich rozwiazan wybierzmy rozwiazanie najmniejsze.
Jedli postugujac sie tym rozwiazaniem bedziemy umieli
wskazaé rozwiazanie jeszcze mniejsze, to uzyskamy
sprzeczno$é! W takiej sytuacji réwnanie nie moze mieé
rozwigzan w dodatnich liczbach catkowitych.
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Co znaczy ,najmniejsze rozwiazanie” i jaka postac
rownania pozwala wskazaé rozwiazanie jeszcze mniej-
sze? Przyjrzyjmy sie nastepujacym przyktadom.

Zadanie 1.
Wykaz, ze réwnanie z3+2y3 =423 nie ma rozwigzan
w dodatnich liczbach catkowitych.

Rozwigzanie
Przypus$émy, ze dane rownanie posiada co najmniej
jedno rozwiazanie (z,y,z) w dodatnich liczbach caltko-
witych. Sposréd wszystkich takich tréjek (x,y,z) wy-
bierzmy te, dla ktérej liczba x +y -+ z jest najmniejsza.
Zauwazmy teraz, ze skoro liczby 2y> i 423 sa parzy-
ste, to liczba x dzieli si¢ przez 2. Wobec tego mozemy na-
pisa¢ x =2z dla pewnej dodatniej liczby catkowitej .
Wstawiajac ostatnia zalezno$¢ do wyjéciowego réwnania
i dzielagc dane rownanie stronami przez 2, otrzymujemy
4o 4y =225
W takim razie, podobnie jak wyzej, liczba y jest parzy-
sta, skad y =2y, dla pewnej dodatniej liczby caltkowi-
tej y1. Wstawiajac te réwnos$¢ do powyzszego réwnania
i dzielac przez 2, dostajemy
203 + 4y = 2°.
I analogicznie z =227 dla pewnej dodatniej liczby catko-
witej z1. Stad uzyskujemy
o5+ 2yf =423,
Wobec tego tréjka (z1,y1,21) takze jest rozwiazaniem
danego w tresci zadania réwnania oraz
1
r14+y+z = E(x—l—y—&—z) <z+y+=z.

Uzyskalis$my sprzecznosé, ktoéra dowodzi, ze dane rowna-
nie nie ma rozwiazan w dodatnich liczbach catkowitych.

Zadanie 2.

Wykaz, ze réwnanie % +y? =3(2?+t?) nie ma roz-
wiazan w dodatnich liczbach catkowitych z, y, z, t.

Rozwigzanie

Przypus$émy, zZe istnieje rozwiazanie danego réwna-
nia w liczbach catkowitych. Sposréd wszystkich rozwia-
zan wybierzmy taka czworke (z,y,z,t), dla ktérej suma
r+y+z+t jest najmniejsza.

Z danego réwnania wnioskujemy natychmiast, ze
liczba 22 +y? jest podzielna przez 3. Z kolei z réwnoéci

(3k)*=9k* =3-(3k%),
(3k+1)2=9k>+6k+1=3-(3k>+2k) +1,
(3k+2)? =9k* +12k+4=3-(3k*> +4k+1)+1
wynika, ze kwadraty liczb catkowitych podzielnych przez
3 daja reszte 0 z dzielenia przez 3, a niepodzielnych przez
3 — reszte 1.

Gdyby zatem ktora$ z liczb = lub y nie byla po-
dzielna przez 3, to liczba x? +y? dawalaby reszte 1 lub

2 7 dzielenia przez 3. Skoro wiec liczba 2% +y? dzieli sie
przez 3, to obie liczby z, y takze dziela sie przez 3. Stad

y=3y
dla pewnych dodatnich liczb catkowitych 1 oraz y;. Po

wstawieniu obu powyzszych zaleznosci do danego réw-
nania, sprowadzamy je do postaci

3(x2492) = 22 +t2

r=3r, oraz

Pozostaje zauwazyé, ze tréjka (z,t,21,y1) takze spelnia
dane réwnanie, a ponadto

1
z+t+a+yr=z+t+ g(ery) <z+y+z+t

Uzyskalisémy sprzeczno$é, skad wniosek, ze dane réwna-
nie nie ma rozwigzan w liczbach catkowitych.

Zadanie 3.

Udowodnij, ze nie istnieja dodatnie liczby catkowite
x, y, z, dla ktérych (3z+4y)(dx+5y)="7*.

Rozwiazanie

Przypu$émy przeciwnie, ze takie liczby istnieja.
Sposréd wszystkich tréjek (x,y,z) dodatnich liczb cal-
kowitych, ktére spelniaja dane réwnanie, wybierzmy
taka, dla ktérej suma x+y -+ z jest najmniejsza.

Zauwazmy najpierw, ze kazdy z czynnikow po lewej
stronie jest wiekszy niz 1. Skoro prawa strona jest potega
7, to oba czynniki po lewej stronie musza by¢ potegami
liczby 7 o wykladnikach bedacych dodatnimi liczbami
catkowitymi. W szczegdélnosci wiec oba te czynniki sa
podzielne przez 7. W takim razie liczba

r+y=(4z+5y) — (3 +4y)
tez dzieli sie przez 7, a skad wniosek, ze liczba
y=(3z+4y)—3(z+y)
rowniez dzieli si¢ przez 7. Ostatecznie takze liczba
x=(x+y)—y jest podzielna przez 7. Innymi stowy
y="Ty
dla pewnych dodatnich liczb catkowitych z; oraz y;.

Wstawiajac te warunki do danego réwnania i dzielac
obie strony przez 49, otrzymujemy

(3331 —|—4y1)(4l‘1 +5y1) =772
Lewa strona uzyskanej zaleznosci jest wieksza od 1,
skad wniosek, ze wykladnik z —2 jest dodatni. Trojka
(z1,y1,2—2) jest wigc rozwiazaniem danego réwnania
w dodatnich liczbach catkowitych. Jednak

r="7x, oraz

1
x1+y1+(z—2):?($+y)+(z—2)<x+y+z.

Otrzymali$émy sprzeczno$¢, a wiec dane réwnanie nie ma
rozwigzan w dodatnich liczbach catkowitych.

Na koniec proponujemy Czytelnikom kilka zadan do
samodzielnego rozwiagzania. Wskazéwki podamy w na-
stepnym numerze Kwadratu.

Zadanie 4.

Udowodnij, ze réwnanie 2a?+3b% =c? nie ma roz-
wiazan w dodatnich liczbach catkowitych a, b, c.

Zadanie 5.

Wykaz, ze réwnanie

22 4+2y% = 5(22 4-2t%)
nie ma rozwiazan w dodatnich liczbach catkowitych z,
y7 Z? t'

Zadanie 6.

Udowodnij, ze nie istnieja dodatnie liczby catkowite
a, b, ¢, d, dla ktorych zachodza réownosci

a+6b>=c? oraz b +6a*=d>

Zadanie 7.

Udowodnij, ze nie istnieja dodatnie liczby caltkowite
a, b, ¢, d, n, dla ktoérych zachodza réwnosci

a?+b*=8n?, A+d®>=4n°, ac+bd=2n>
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Zadanie 8.

Wykaz, ze réwnanie (z+3y)(3z+5y)=11% nie ma
rozwiazan w dodatnich liczbach catkowitych x, y, z.

Zadanie 9.

Wyznacz wszystkie czworki (z,y, z,t) liczb catkowi-
tych, dla ktérych o+ 4yt =2(2%44t4).
Michat Kieza

Baltic Way 2017

W dniach 9-13 listopada 2017 w Sorg (Dania) od-
byty sie zawody Baltic Way 2017. Polske reprezentowali:

e Jadwiga Czyzewska, XIV LO w Warszawie;

e Piotr Kowalewski, IIT LO w Gdyni;

e Stanistaw Strzelecki, XIV LO w Warszawie;

e Radoslaw Zak, Katolickie Gimn. w Krakowie;
e Antoni Zewierzejew, III LO w Gdyni.

Sktad ten wytoniono na podstawie wynikéw LXVIII
Olimpiady Matematycznej (2016/17). Przewodnicza-
cym delegacji polskiej byt Wojciech Nadara, natomiast
zastepca przewodniczacego — Beata Bogdanska.

Baltic Way to druzynowe zawody matematyczne,
w ktérych kazdego roku biora udzial reprezentacje dzie-
sieciu krajéw (Danii, Estonii, Finlandii, Islandii, Litwy,
Lotwy, Niemiec, Norwegii, Polski, Szwecji) oraz jednego
miasta (Sankt Petersburga). W ciagu 4,5 godziny kazdy
zesp6l ma do rozwiazania 20 zadan (po 5 z dzialéw: alge-
bra, kombinatoryka, geometria i teoria liczb). Za kazde
z zadan mozna dosta¢ maksymalnie 5 punktow, a wiec
tacznie mozna otrzymaé¢ do 100 punktow.

Nasza reprezentacja dobrze si¢ spisala, zajmujac
trzecie miejsce z wynikiem 75 punktéw. Zawody wygrala
druzyna z Sankt Petersburga, zdobywajac 85 punktow,
a na drugim miejscu znalazla si¢ druzyna z Niemiec,
uzyskujac 78 punktow.

Druzyna gospodarzy zajeta czwarte miejsce z wy-
nikiem 68 punktéw, rozwigzujac jako jedyna trudne za-
danie dwudzieste. Pozostale kraje skandynawskie zajety
miejsca od 7 do 9 w nastepujacej kolejnosci: Szwecja
(60 punktéow), Norwegia (58 punktéw) oraz Finlandia
(41 punktéw).

Na zakonczenie oméwimy jedno zadanie z tych za-
woddw, ktérego rozwiazanie wydaje sie proste, lecz, jak
pokazuja wyniki zawodéw, okazato sie ono trudne do za-
uwazenia: jedynie cztery druzyny rozwiazaly to zadanie
w pelni poprawnie.

Zadanie

Czy istnieje skonczony zbiér liczb rzeczywistych,
ktérych suma wynosi 2, suma ich kwadratéw wynosi 3,
suma ich szescianéw wynosi 4, ..., oraz suma ich dzie-
wiatych poteg wynosi 107

Rozwiagzanie

Udowodnimy, ze taki zbior nie istnieje.

Przypusémy, ze istnieja liczby spelniajace wa-
runki zadania. Oznaczmy je przez ay,as,...,a,. Wtedy

w szczegdlnodci:
al+ai+...+a:=3,
adta3+...+ad=4,
ai+ay+...+at=5.

Zauwazmy, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x
spelniona jest nieréwnosé

2?22t > 223 ,
przy czym réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
=0 lub x =1. Istotnie:

22 4at - 223 =22 (1-22+2%) =2*(1-2)? >0,
co dowodzi postulowanej nieréwnosci. Rownosé nato-
miast ma miejsce jedynie wtedy, gdy z?(1—x)? =0,
a wiec dokladnie wtedy, gdy =0 lub x =1.

Po podstawieniu do tej nieréwnosci w miejsce x ko-
lejno liczb aq,as,...,a,, a nastepnie dodaniu uzyskanych
n nieréwno$ci stronami, otrzymujemy

(a2 +a})+ (a3 +a3)+...+ (a2 +al) >

>2(al+ad+.. . +ad)=2-4=38.
Jednak lewa strona tej zaleznosci jest rowna 3+5=S8.
W zwiazku z tym powyzsza nierownos$¢ musi by¢ réw-
noécia, co implikuje, ze wszystkie nieréwnosci sumowane
stronami musza by¢ réwnoéciami. Stad wynika, ze kazda
z liczb aq,as9,...,a, jest réwna 0 lub 1.
Jednak wtedy zaleznosé

aj+as+...+a:=3
implikuje, ze wérod liczb aq,a9,...,a, sa doktadnie trzy
jedynki, podczas gdy z réwnosci
a?+a§—|—...—|—ai:5
wynika, ze wsrdéd tych samych liczb ay,as,...,a, jest
dokladnie pie¢ jedynek. Uzyskalidmy sprzecznosé, skad
wynika, ze liczby o postulowanej wlasnosci nie istnieja.
Kolejne zawody Baltic Way odbeda sie w Sankt

Petersburgu jesienia 2018 roku.
Wojciech Nadara

Wskazéwki do zadan z poprzedniego numeru

Miedzy kwadratami

6. Uzasadnij, ze dana liczba lezy pomiedzy kwadratami liczb
n+4in+5.

7. Odpowiedz: Takie pary (z,y) nie istnieja. Postepuj analo-
gicznie, jak w rozwiazaniu zadania 3.

8. Odpowiedz: (z,y)=(2,1). Rozwaz kwadraty liczb 32 i y2+1.

9. Zapisz dane réwnanie w postaci (2y — 22 =4zt — 423 1.
Znajdz dwa kwadraty najblizsze liczbie 4zt — 427 +1.

10. Zaléz przeciwnie. Najpierw przyjmij n = (2s)? i rozwaz
kwadraty liczb (2s)3+as—1 oraz (25)3+as+1 dla duzych wartosci s.
Wywnioskuj stad, ze ¢ =0. Nastepnie przyjmij jako n odpowiednio
dobrang liczbe pierwsza.

Dorysujmy réwnoleglobok

Dorysuj taki punkt X, ze réwnoleglobokiem jest...

6. AXBQ. Zauwaz, ze APX jest rbwnoboczny.

7. AXBC. Zauwaz, ze AX BH jest wpisany w okrag.

8. BDEX. Zauwaz, ze AEX jest réwnoboczny.

9. AXBP. Zauwaz, ze AX BQ jest wpisany w okrag.

10. AEX D. Rozwaz pole tego czworokata.

11. BCXD. Zauwaz, ze kat ADX jest prosty.

12. AEXG. Poprowadz odcinki X B oraz XC.
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