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Nieréwnos¢ tréjkata

Jednym z narzedzi, ktére pozwala uzyskaé wiele cie-
kawych zaleznosci geometrycznych jest nieréwnos$é troj-
kgta. Orzeka ona, iz dla kazdych trzech punktow A, B,
C dlugo$é odcinka AB jest nie wieksza od sumy dtugosci
odcinkéw BC i C'A. Nier6wnosé te mozna tatwo uogél-
ni¢ na przypadek n punktéow Aj, As,... A, (rys. 1):
(1) A1As+ AsAs+.. .+ An 1AL > AL A,
Podamy teraz kilka przyktadow zadan, ktére mozna efek-
townie rozwiazaé, wykorzystujac powyzsza nieréwnosé.
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Zadanie 1.

Dana jest prosta k oraz punkty A, B, lezace po
tej samej stronie prostej k. Na prostej & wyznacz taki
punkt C, aby suma dlugosci odcinkéw AC i BC byta
najmniejsza (rys. 2).

Rozwigzanie

Konstrukcja punktu C wyglada nastepujaco. Punkt
A odbijamy symetrycznie wzgledem prostej k, uzyskujac
punkt A" (rys. 2). Woéwczas punkt przecigcia odcinka
BA' 7 prosta k jest szukanym punktem C.

Istotnie: niech X bedzie dowolnym punktem leza-
cym na prostej k. Z wlasnosci symetrii osiowej wynika,
ze AC =A'C oraz AX = A’X. Wobec tego, na mocy
nieréwnosci trojkata, uzyskujemy
AX+BX=AX+BX>AB=A'C+BC=AC+BC.

Zatem suma AX + BX przyjmuje najmniejsza wartosé
dla X =C.

rys. 3 rys. 4

Zadanie 2.
Punkty K i L sa $rodkami bokéw BC i DA czwo-
rokata wypuklego ABC'D (rys. 3). Udowodnij, ze

KL< 1(AB+CD).
Rozwigzanie

Oznaczmy przez M $rodek przekatnej AC' (rys. 3).
Wowezas KM = %AB oraz LM = %CD. Zatem, na mocy
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nierownosci tréjkata, uzyskujemy
KLLKM+LM= %(AB—i—CD).

Zadanie 3.
Dany jest czworokat wypukly ABCD, w ktérym
kat BAD ma miare 30° (rys. 4). Udowodnij, ze

BC+CD+DB> AC.

Rozwigzanie

Niech P, @ beda punktami symetrycznymi do punk-
tu C' odpowiednio wzgledem prostych AB, AD (rys. 4).
Wowcezas AP = AC = AQ), a ponadto

IPAQ =IPAC+JQAC =29BAC +24DAC =60°.

Zatem tréjkat PAQ jest réwnoboczny i jego bok ma
dtugoéé rownag dlugosci odcinka AC. Wobec tego, na
mocy nieréwnodci (1), uzyskujemy

BC+CD+DB=BP+QD+BD>PQ=AC.

Zadanie 4.

Dany jest tréjkat réwnoboczny ABC (rys. 5). Udo-
wodnij, ze dla kazdego punktu D spelniona jest nieréw-
noé$¢ AD+CD > BD.

rys. 5 rys. 6

Rozwigzanie

Trojkat ADC obracamy wokol punktu A, w taki
sposob, aby punkt C' przeszedl na punkt B. Wowczas kat
obrotu wynosi 60°, a punkt D po tym obrocie pokryje
siec z pewnym punktem P (rys. 5). Zatem AP = AD,
BP=(CD oraz $PAD =60°. Wobec tego tréjkat APD
jest réwnoboczny, skad wniosek, ze AD = DP. Na mocy
nieréwnosci trojkata uzyskujemy

AD+CD=DP+BP>BD.

Roéwnosé w powyzszej nieréwnoéci zachodzi wtedy
i tylko wtedy, gdy punkt P lezy na odcinku BD, a tak
si¢ stanie, jezeli SAPB =120°.

Zatem AD+CD = BD wtedy i tylko wtedy, gdy
punkt D lezy na zewnatrz trojkata ABC' oraz zachodzi
réwnoéé SADC =120°. Punkty D spelniajace ten waru-
nek to punkty krétszego tuku AC okregu opisanego na
trojkacie ABC (rys. 6).

Wiele przykladéw zastosowania nieréwnosci trédj-
kata mozna znalez¢ przegladajac zadania z OMG, w tym
takze z biezacej edycji (cze$é korespondencyjna). Dla
tych, ktérym to nie wystarczy, podamy na koniec jeszcze
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kilka zadan. Wskazowki do nich zamie$cimy w nastep-
nym numerze Kwadratu.

Zadanie 5.

Punkt P lezy wewnatrz kata ostrego. Na ramionach
tego kata wyznacz takie punkty A i B, dla ktérych ob-
wod tréjkata ABP jest najmniejszy.

Zadanie 6.

Dany jest kat ostry o wierzchotku O i punkt P le-
zacy wewnatrz tego kata. Na ramionach tego kata wy-
znacz punkty X 1Y spelniajace réwnos¢ OX =0V, dla
ktérych suma PX + PY jest najmniejsza.

Zadanie 7.

W czworokacie wypukltym ABCD punkt M jest
érodkiem boku AB oraz <CM D = 120°. Udowodnij, ze

3AB+AD+BC>CD.

Zadanie 8.

Dany jest prostokat ABC'D, w ktéorym AD < AB.
Wewnatrz tego prostokata wyznacz takie punkty P i @,
dla ktérych suma AP+ DP+ PQ+QB+QC przyjmuje
najmniejsza wartosc.

Waldemar Pompe

Wspomnienia z Obozu Naukowego OMG

Od 29 maja do 4 czerwca br. w miejscowo$ci Perza-
nowo (woj. mazowieckie) odbyl sie Obéz Naukowy OMG,
na ktéry pojechalo 20 gimnazjalistéw wytonionych spo-
§rod laureatéw ubieglorocznej edycji OMG. W trakcie
tygodnia uczestnicy rozwiazywali zadania na zawodach
indywidualnych, rywalizowali ze soba podczas Meczu
Matematycznego oraz brali udzial w réznorodnych za-
jeciach poszerzajacych ich wiedze matematyczna.

Wiréd zadan Obozu pojawilo sie kilka problemoéow
dowcipnych i zaskakujacych; w jednym z nich nalezalo
obliczy¢ kat w $cianie pewnego ostrostupa, przy czym
prawidlowa odpowiedzig byl... dowdd, ze 6w ostrostup
nie istnieje! Najwyrazniej zainspirowani tym zadaniem
uczestnicy Meczu Matematycznego, nalezacy do jednej
z druzyn, przez wigkszo$¢ czasu przewidzianego na roz-
wiazywanie zadan probowali udowodnié, ze teza jednego
z nich jest nieprawdziwa. Tym razem okazalo sie jednak,
ze zadanie nie byto putapka, a przeciwna druzyna przed-
stawila podczas Meczu prawidlowy dowdd.

W trakcie rozwiazywania zadan jednemu zespotowi
zabrakto kolorowej kredy. Nie zabraklo im jednak po-
mystowosci i udali si¢ do kilkuletniej Jasminki, rysujacej
kreda na asfalcie rysunki wrézek. W zamian za rysunek
motylka (wykonany przez dziewczeca czesé druzyny) Ja-
$minka zgodzila sie podzieli¢ swoja kreda i tym samym
ulatwié¢ druzynie rozwiazywanie zadan z geometrii.

Ostatnie zadanie z Obozu zostalo poswiecone praw-
dziwej historii, ktéra wydarzyta sie¢ w trakcie wyjazdu.
Rozwiazanie odbiegalo jednak od rzeczywistosci, ponie-
waz dowodzito, ze uczestnicy wyrzuceni z zaje¢ z po-
wodu zlego zachowania nigdy nie beda mogli na nie wro-
ci¢. Na Obozie tak Zle nie bylo — wrécili po uplywie
kilku minut.

Zadania z Obozu mozna znalezé na stronie interne-
towej OMG w zakladce Zadania.

Urszula Swianiewicz

Tozsamos$¢é Diofantosa

Juz w IIT wieku naszej ery Diofantos wiedzial, ze je-
§li liczby caltkowite m i n mozna przedstawi¢ w postaci
sumy kwadratéw dwoch liczb catkowitych, to iloczyn
mn réwniez posiada te wlasnosé. Aby uzasadnié¢ stusz-
noéé¢ tego stwierdzenia, wystarczy przyja¢ m = a2+ b2,
n=c*+d? (gdzie a,b,c,d sa liczbami catkowitymi) i prze-
prowadzi¢ ponizszy rachunek:
mn = (a® 4+ %) (A +d*) = a*c +b?d* +a*d* + b*c* =
= (a*c?® +2abcd +b*d*) + (a*d? — 2abed + b*c?) =
= (ac+bd)*+ (ad—be)?. (1)
Warto zauwazy¢, ze aby otrzymaé szukane kwadraty do-
daliémy 2abed do a?c?+b%d?, a odjeliémy od a?d? +b%c?
— gdybys$my postapili odwrotnie, otrzymalibysmy inny
prawidtowy rozktad:
mn = (ac—bd)*+ (ad+bc)?.
Przyjrzyjmy sie, jak wykorzysta¢ powyzsze tozsamosci
w zadaniach.
Zadanie 1.

Udowodnij, ze jesli liczba n jest suma dwdoch kwa-
dratéw liczb catkowitych, to liczba 5n réowniez.

Rozwigzanie

Przyjmijmy, ze n =a?+b?, gdzie a i b sg liczbami
calkowitymi. Zauwazmy, ze 5 =12 +22. Uzywajac przed
chwila wyprowadzonej rownosci, dostajemy

5n = (12 +2%)(a® +b*) = (a+2b)*+ (2a—b)?,

co oznacza, ze d5n jest rowniez suma dwoch kwadratow
liczb catkowitych. Przy okazji otrzymaliSmy tez jawne
przedstawienie badanej liczby.

Mozemy réwniez rozwazaé iloczyny wyrazen kwa-
dratowych wraz ze wspolczynnikami, na przyklad liczby
postaci a®+nb? dla liczb calkowitych a, b oraz dowolnej,
ustalonej liczby catkowitej n. Czy iloczyn dwdch liczb tej
postaci tez mozna zapisa¢ w ten sposéb? Twierdzacej
odpowiedzi dostarczaja nam ponizsze przeksztalcenia:

a“+n c+n =a“c"+tn +na +n =
( 2 b2)( 2 d2) 2.2 2b2d2 2d2 b2 2
= (a®c® 4 2nabed +n*b*d?) +n(a*d® — 2abed + b*c?) =
= (ac+nbd)? +n(ad—bc)?. (2)
Podobnie jak poprzednio, do szukanej tozsamosci do-
chodzimy poprzez odpowiednie wykorzystanie wzoréw

skréconego mnozenia, co pozwoliloby nam takze na uzy-
skanie réwnosci:

(a® +nb*)(c? +nd?) = (ac—nbd)* +n(ad+bc)*.  (3)

Zadanie 2.

Liczbe caltkowityg nazwiemy sfoneczng, jesli mozna
ja przedstawi¢ w postaci a? 4 5b%, gdzie a i b sa nie-
zerowymi liczbami catkowitymi. Udowodnij, ze kwadrat
liczby stonecznej réwniez jest liczba stoneczna.

Rozwigzanie

Niech x = k?+ 51 bedzie liczba stoneczna (k,1#£0).
Latwo zauwazy¢, ze badajac liczbe 22 mozemy zastoso-
waé wzory (2) i (3) dlaa=c=k, b=d=1in=5. Zwréémy
uwage, ze choé tozsamosé (2) doprowadzi nas do malo
odkrywezej réwnosci (k% +512)(k?+512) = (k2 +51%)24-02,
to tozsamosé (3) przyjmuje bardziej uzyteczna postac:

22 = (K*+51%) (k* 4+ 51) = (k* — 51%)? +5(kl + kl)*.
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Dla niezerowych k, [ liczba 2kl takze jest rézna od 0;
aby uzasadni¢ ze 2 jest liczba sloneczna pozostalo nam
zatem do udowodnienia, ze k? —5[? #0. Jednak réwnosé
k? —512 =0 pociagataby za soba k?/I?> =5, co oznacza-
loby, ze liczba /5 jest wymierna. Otrzymana sprzecz-
noéé¢ dowodzi, ze liczba 2 jest stoneczna.

Mozna nabraé¢ podejrzen, ze jesli pewne dwie liczby
sa postaci ma® 4+ nb?, gdzie a i b sa calkowite, a m
i n ustalonymi wspétczynnikami, to ich iloczyn réwniez
sodziedziczy” te wlasnos¢. Okazuje sie jednak, ze to nie
jest prawda — przykladem sa liczby 11=2-2243-12 oraz
21=2-32+3-12, ktérych iloczyn (231) nie da si¢ przed-
stawié¢ jako suma 2a®43b2. Dla liczb o dowolnych wspét-
czynnikach mozemy jednak udowodnié¢ réwnosé (4):
(ma®+nb?)(mc® +nd?) = (mac+nbd)* +mn - (ad—bd)*.
Oznacza ona, ze mnozac dwie liczby postaci ma? +nb?
otrzymujemy liczbe postaci a4+ mn -b?. Ponadto, je-
$li pomnozymy liczbe pierwszego rodzaju przez liczbe
drugiego rodzaju, to znowu otrzymamy liczbe postaci
ma?4+nb?, co ilustruje tozsamosé

(ma®+nb®)(c* +mn-d*) =m(ac+nbd)* +n(bc—mad)?.

Zadanie 3.
Wykaz, ze iloczyn parzystej liczby liczb postaci
2a* +3b?,
gdzie a, b sa liczbami catkowitymi, da sie przedstawié
w postaci k2 +6[% dla pewnych liczb catkowitych &, 1.

Rozwigzanie

Niech x1,29,...,22, beda danymi liczbami. Dzigki
réwnosci (4) wiemy, ze kazdy z iloczynéw x1xq, T34, ...,
Ton—1%2, Mozna zapisaé w postaci a® + 6b% dla pew-
nych liczb catkowitych a,b. Z réwnosci (3) wnioskujemy
zatem, ze iloczyn liczb x1x9 oraz xsr4 mozna zapisaé
w tej postaci, dlatego iloczyn liczb 1292324 1 T526 TOW-
niez. Powtarzajac to rozumowanie otrzymamy w koncu,
ze iloczyn wszystkich poczatkowych liczb da si¢ zapisac¢
w interesujacy nas sposob.

Na zakonczenie dodajmy, ze opisywane w artykule
wyrazenia kwadratowe byly intensywnie badane w ma-
tematyce. Szczegdlnie interesujacy byl problem polega-
jacy na uogdlnieniu tozsamosci Diofantosa na wyraze-
nia wigkszej liczby zmiennych. Wiadomo na przyktad,
ze jesli rozwazymy iloczyn dwéch wyrazen algebraicz-
nych, z ktérych kazde jest suma n kwadratow, to ich
iloczyn bedzie pewnym wyrazeniem algebraicznym be-
dacym suma n kwadratow jedynie dla n=1,2,4,8. Uza-
sadnienie tego faktu daleko wykracza jednak poza pro-
gram szkot érednich i dla gimnazjalisty moze stanowic¢
jedynie sympatyczna ciekawostke.

Ponizej znajduja sie zadania dotyczace tematu ar-

tykutu; wskazéwki do nich zostang zamieszczone w na-
stepnym numerze Kwadratu.

Zadanie 4.

Udowodnij, ze iloczyn dwoch liczb, bedacych rézni-
cami kwadratéw dwdch liczb catkowitych, mozna przed-
stawi¢ jako réznice kwadratow dwdéch liczb catkowitych.

Zadanie 5.

Udowodnij, ze jezeli liczba n jest réznica kwadratéw
dwéch liczb catkowitych, to liczba 3n réwniez.

Zadanie 6.

Udowodnij, ze zadnej liczby postaci 4k + 3, gdzie k
jest liczba catkowita, nie da si¢ przedstawi¢ w postaci
sumy kwadratéw dwoch liczb catkowitych.

Zadanie 7.
Wykaz, ze liczby 231 nie mozna przedstawi¢ w po-
staci 2a2+ 3b? dla liczb catkowitych a, b.

Michal Kieza

Dziesiecioro Wspaniatych

Na ponad 14 000 uczestnikow czesci testowej tego-
rocznej edycji OMG, jedynie dziesieciorgu z nich udalto
sie uzyska¢ maksymalna liczbe punktow. Byli to:

Dominika BAKALARZ, Anna CZERWINSKA,
Ewa ZIELINSKA, Tomasz KLEINER,

Michal MADEJA, Jan MIRKIEWICZ,

Konrad MAJEWSKI, Cyprian MATACZYNSKI,
Patryk SZCZEPANSKI, Piotr PAWLAK.

Gratulujemy i zyczymy powodzenia przy dalszych zma-
ganiach z OMG!

Zwyciestwo Polakéw na ,MEMO 2011”

W dniach 1-7 wrzesnia br. odbyly si¢ w Chorwacji
5-te Zawody Matematyczne Europy Srodkowej (Middle
European Mathematical Olympiad, w skrécie MEMO).
Uczestniczyty w nich reprezentacje nastepujacych dzie-
sieciu panstw: Austrii, Chorwacji, Czech, Litwy, Nie-
miec, Polski, Stowacji, Stowenii, Szwajcarii oraz Wegier.
Kazdy kraj reprezentowalo sze$ciu uczniéw.

Polska delegacja zostala wyloniona na podstawie
wynikéw ubieglorocznej edycji Olimpiady Matematycz-
nej. W jej sktad weszli:

o Grzegorz Bialek — ZSO nr 6, VI LO w Bydgoszczy;
Karol Kaszuba — Gimnazjum nr 42 w Warszawie;
Wojciech Nadara — XIV LO w Warszawie;

Dariusz Matlak — IT LO w Krakowie;
Kamil Rychlewicz — Publ. Gimnazjum nr 8 w f.odzi;
Michal Zajac — V LO w Krakowie.

Dnia 3 wrzesnia zawodnicy zmagali si¢ przez piec
godzin z czterema zadaniami zawodéw indywidualnych.
W konkurencji tej bezapelacyjnie zwyciezyl nasz repre-
zentant Wojciech Nadara, uzyskujac jako jedyny maksy-
malng liczbe punktow, co jest rzadkoscia na zawodach
MEMO. Zostalo to odnotowane na dyplomie Wojtka.
Oproécz Wojtka zloty medal zdobylo takze pigciu innych
zawodnikéw, w tym dwoch Polakéw: Michal Zajac i Ka-
rol Kaszuba. Nasi pozostali reprezentanci takze wrocili
do domu z medalami: srebrny wywalczyli Grzegorz Bia-
tek i Kamil Rychlewicz, a brazowy Dariusz Matlak.

Nastepnego dnia miaty miejsce zawody zespotowe.
Kazda z reprezentacji wspdlnymi sitami rozwigzywala
przez pie¢ godzin osiem zadan. Nasza druzyna okazala
sie znow bezkonkurencyjna: zdobyla pierwsze miejsce
uzyskujac maksymalng liczbe punktéw. Drugie miejsce
zajeta reprezentacja Wegier, rozwiazujac 6,5 zadania.

Poczatek zawodow MEMO siega roku 1978, kiedy
odbyly sie pierwsze Austriacko-Polskie Zawody Mate-
matyczne. Zawody te trwaly nieprzerwanie do roku 2006.
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W 2007 roku powiekszono grono uczestnikéw i w miejsce
APZM utworzono MEMO.

Warto wspomnieé, ze Wojtek Nadara byt dwukrot-

nie laureatem OMG. Laureatami OMG byli takze Karol
Kaszuba (trzykrotnie) i Kamil Rychlewicz (czterokrot-
nie!), ktérzy jeszcze jako gimnazjalisci dostali si¢ do pol-
skiej reprezentacji na MEMO. Postanowiliémy zapytac
ich o wrazenia z zawodow, plany na przyszlo$é i rady
dla uczniéw, checacych pdjéé ich sladami.
Lukasz Rajkowski: Medale zdobyte podczas MEMO 2011
z pewnosciqg sprawiajg Wam wielkq satysfakcje. Czy pod-
czas zawodow udato Wam sie dokonac czegos, co jest dla
Was szczegdlnym powodem do dumy?

Karol Kaszuba: Ja ciesze¢ si¢ z tego, ze wygralem ze zna-
jomym zaklad o to, czy bede mial lepszy wynik od Ka-
mila. $miech

Kamil Rychlewicz: A ja z tego, ze ten znajomy przegral
zaktad. $miech Ponadto cieszylem si¢ ze zrobienia trud-
nego zadania z teorii liczb na zawodach druzynowych —
udalo si¢ to tylko trzem zespolom. Oprocz tego zapro-
ponowalem metode, ktéra rozwiazaliémy zadanie z kom-
binatoryki z druzynowych — bylo to zadanie, z ktérego
jako jedyni uzyskaliSmy maksymalna liczbe punktow.
LR: Czy podczas wyjazdu do Chorwacji mieliscie bardzo
napiety harmonogram?

KK: Poza zawodami nie bylo Scisle ustalonego planu.
Byty wspolne wycieczki, na przyktad do zamku w Tra-
koscanie, jednak wigkszos¢ wolnego czasu organizowali-
$my sobie sami, grajac np. w pokera, ktory w Chorwacji
jest zupelnie legalny. Byl to bardzo dobry pomyst na
zawarcie miedzynarodowych znajomosci.

LR: Czy byliscie najmiodszymi uczestnikami na MEMO?

KR: Wydaje mi sig¢, ze tak. Nie wytykano nas jednak
palcami, wiec pewnosci nie mam.

LR: Z pewnosciq byliscie jednymi z nagmtodszych, a jed-
nocze$nie jednymi z najlepszych. Aby na tym etapie edu-
kacji dojsé do olimpijskiego poziomu, zapewne musie-
liscie zaczqé interesowac sie matematykq odpowiednio
wezesnie. W jakich okolicznosciach i jakq role odegrali
w tym Wasi nauczyciele?

KR: W pierwszej klasie szkoly podstawowej startowa-
tem w ,Kangurze” i uzyskatem dobry wynik — od tego
sie chyba zaczeto. Matematyka szta mi na tyle dobrze,
ze w IV klasie podstawowki nauczycielka matematyki
zorganizowala mi indywidualny tok nauczania. Réwniez
w gimnazjum zamiast zwyklych lekcji zostawatem po za-
jeciach, aby rozwiazywaé z moim nauczycielem odrobine
ambitniejsze zadania.

KK: Ja w podstawéwce dowiedzialem sie, ze jest taki
mistrz matematyczny jak Kamil Rychlewicz i uznaltem,
ze nie ma mowy, aby ktos w moim wieku cisnal mnie
z matmy. s$miech Od poczatku gimnazjum wigkszosé
matematycznej wiedzy zdobywalem samodzielnie, choé
pomocne byly na przyklad kotka matematyczne dla li-
cealistow, na ktére uczeszczatem.

LR: Gdzie bylo miejsce OMG na Waszej dotychczasowej
Sciezce edukacyjnej?

KK: W pierwszej klasie OMG pozwolila mi sie poréwnaé
z innymi gimnazjalistami. W drugiej uswiadomita mi, ze
nawet jak sie rozwiaze jakies zadanie, to trzeba je jeszcze
madrze zapisa¢. No a w trzeciej to po prostu spotkalem
sie z kolegami.

KR:Dla mnie OMG dostarczalo mozliwosci sprawdzenia
sie oraz wyznaczalo jaki$ cel do osiggniecia, co motywo-
walto mnie do pracy.

LR: W jaki sposob nauczyciel moze pomoc uczniows zdol-
nemu? Co powinien robi¢ sam uczen, chcgcy powtorzyé
Wasze sukcesy?

KR: Nauczyciel powinien pokazywaé uczniowi zrédta,
z ktérych moze sie uczyé¢ oraz stuzy¢ pomoca w przy-
padku jakichkolwiek probleméw ze zrozumieniem. Od-
nosnie rad dla ucznia — nalezy robi¢ mnoéstwo zadan,
nie poddawac si¢ oraz nie bra¢ si¢ od razu za problemy
z olimpiad miedzynarodowych.

KK: Do rad Kamila dodam poznawanie ludzi, ktérzy tez
przygotowuja sie do Olimpiady, poniewaz duzy wplyw
ma srodowisko.

LR: Jakie sq Wasze plany na okres nauki w liceum?

Obaj: 3 zlote medale na IMO. §miech (IMO, czyli Inter-
national Mathematical Olympiad — najbardziej presti-
zowe zawody matematyczne na Swiecie dla uczniow szkot
Srednich; Polske reprezentuje corocznie szeSciu zwyciez-
cow Olimpiady Matematycznej — przyp. red.)

KK: ... ja oprécz tego chcialbym zaliczy¢ pierwszy rok
matematyki na Uniwersytecie Warszawskim, gdzie od
pazdziernika uczeszczam na wyktady.

LR: Dzieki za rozmowe, gratuluje sukcesu i zZycze powo-
dzenia w realizacyi Waszych planow.

Wskazéwki do zadan z poprzedniego numeru

Szes$ciokaty rownokatne

5. a) Wyznacz dtugos$é boku tego tréjkata w zaleznosci od a,
b i c¢. b) Szukane pole jest réznica pola duzego tréjkata i trzech
naroznych tréjkatéw. ¢) Rozpatrz rzuty prostokatne gtéwnych prze-
katnych na odpowiednie boki danego tréjkata réwnobocznego.

6. Uzupelnij dany szesciokat do tréjkata réwnobocznego, a na-
stepnie przedstaw dana sume w zaleznosci od wysokosci tego tréj-
kata i od wysokosci trzech naroznych tréojkatéow réwnobocznych.

7. Niech proste CD i ED przecinaja prosta AB odpowiednio
w punktach P i Q. Zauwaz, ze symetralne odcinkéw BC i EA sg
jednoczesnie dwusiecznymi katéw QPE i PQE.

Pozory myla

1. Oblicz (1++/2)2 oraz (14+v2)3.

2. Wyznacz najpierw aj oraz by, a nastepnie przedstaw liczby
an+41, bn+1 w zaleznosci od an, by. Skorzystaj przy tym z réwnosci
Ant1+bnt1V2=(an +bnV2)(3+2V2).

Wykaz z kolei, podobnie jak wyzej, ze liczbe (3—2+/2)™ mozna przed-
stawi¢ w postaci ¢n —dn, \/5, gdzie ¢y 1 dyn sa catkowite i dodatnie,
a nastepnie wywnioskuj, ze an =cn oraz by =dn.

3. Zauwaz, ze a% - 2b% = (an —bn ﬁ)(an +bn \/5) Ponadto,
jesli a2 —2b2 =1, to (an—1)(an+1)= 2b2 . Uzasadnij, ze obie liczby
an—1, an+1 sg parzyste i ze kazda z nich jest dzielnikiem liczby b2 .

4. 7 artykulu wnioskujemy, ze

(3+2v2)" +(3-2v2)" = [(3+2v2)"] +1,
gdzie [z] to cze$é calkowita liczby x. Korzystajac z zadania 2, uzy-
skujemy [(3+2v/2)"]+1= (3+2v2)" +(3—2v2)" =2ay.
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